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إ :  الملخص الورقة  أنواع الاتصال في فضاء تبولوجي منتهيتهدف هذه  العلاقة    𝑇0- لى دراسة بعض  بين كذلك توضيح 
 بعض المفاهيم كالدوال المفتوحة والمفتوحة مبدئيا ونصف مفتوحة والمتصلة مبدئيا وغيرها.

 . الكسندروف، مجموعة شبه مفتوحة، دالة شبه مفتوحة، دوال شبه متصلة، فضاء تبولوجي منتهيفضاء  :  الكلمات المفتاحية

 

 المقدمة 
،  تصلةالدوال المفتوحة والدوال الموثيقا ب  اارتباط  مفتوحة مبدئيا، نصف مفتوحة وغيرها()  المفتوحةترتبط الدوال شبه        

ركزت الأبحاث على تصنيف الدوال شبه المفتوحة في  . خصائص معينةوغالبا ما تدرس في سياق فضاءات تبولوجية ذات 
سعى الدراسات    .معينةتصال  بيئات تبولوجية متنوعة، وغالبا ما توفر شروطا تحتها تحافظ هذه الدوال على خصائص ا

على هياكل رياضية متنوعة، بما في ذلك الفضاءات المترية المعممة   تصالالحديثة إلى تعميم مفهومي شبه الانفتاح وشبه الا
 [. 15، 7، 6،  5، 2، 1]، للمزيد من التفاصيل يمكن الاطلاع على الأبحاث الضبابية تبولوجياوال

إذا حققت أنها عاكسة ومتماثلة تخالفياً ومتعدية. نرمز لعلاقة    علاقة ترتيب جزئيتسمى    𝐴على المجموعة   ℛالعلاقة     
,𝐴). يسمى الزوج  ℛبدلا من الرمز    ≥الترتيب الجزئي بالرمز   ≤)   ً مجموعة   𝐴للسهولة نكتب  .  مجموعة مرتبة جزئيا

,𝐴)بدلاً من الزوج    مرتبة جزئيا 𝑎مجموعة مرتبة جزئياً، العنصر    𝐴  كانت  ذا   .(≥ ∈ 𝐴    الأصغر للمجموعة  يسمى العنصر
𝐴    كان 𝑎إذا  ≤ 𝑥    لكل𝑥 ∈ 𝐴  العنصر  .𝑏 ∈ 𝐴    للمجموعة الأكبر  العنصر  كان    𝐴يسمى  𝑥إذا  ≤ 𝑏    لكل𝑥 ∈ 𝐴 . 

𝑐العنصر   ∈ 𝐴     أصغري للمجموعة يسمى عنصر  𝐴    إذا وفقط إذا كان لا يوجد عنصر𝑥 ∈ 𝐴    حيث إن𝑥 < 𝑐   و𝑥 ≠
𝑐 أي أنه إذا كان .𝑥 ∈ 𝐴   بحيث إن𝑥 ≤ 𝑐 فإن ،𝑥 = 𝑐.  العنصر      𝑑 ∈ 𝐴    أعظمي للمجموعة يسمى عنصر 𝐴      إذا

𝑥وفقط إذا كان لا يوجد عنصر   ∈ 𝐴    حيث إن𝑑 < 𝑥  و        𝑥 ≠ 𝑑  أي أنه إذا كان .𝑥 ∈ 𝐴    بحيث إن𝑑 ≤ 𝑥  فإن ،
𝑥 = 𝑑.  للعنصر  المجموعة العليا𝑥 ∈ 𝐴    تعرف كالتالي↑ 𝑥 = {𝑦 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥 ≤ 𝑦}. 

ً   𝑃لتكن        بالرمز  𝑃للمجموعة    كل العناصر الأعظمية )الأصغرية(سوف نرمز لمجموعة  ،  منتهية  مجموعة مرتبة جزئيا

𝑀  (𝒎).    وإذا كانت𝐴 ⊆ 𝑃  فإن  ،𝑀(𝐴)    (𝒎(𝐴)    العناصر للمجموعة  الأعظمية )( هي مجموعة كل  الأصغرية( 
 .𝐴الجزئية  

تسمى مجموعات مفتوحة    𝑋هو عائلة من المجموعات الجزئية من   𝑋على   𝜏مجموعة غير خالية، التبولوجي    𝑋لتكن     
اتحاد أي  ، وتقاطع عدد منتهي من المجموعات المفتوحة يكون مجموعة مفتوحة. و𝜏مفتوحة في    𝑋و   ∅بحيث تحقق أن  

 مفتوحة يكون مجموعة مفتوحة.اللمجموعات تجمع من ا
,𝑋)تكون فضاء تبولوجي ويرمز له بالرمز    𝜏مع التبولوجي    𝑋المجموعة       𝜏)  ولسهولة سوف نكتب ،𝑋    ونعني بها

,𝑋)الفضاء التبولوجي    𝜏). 
,𝑥إذا كان لأي نقطتين مختلفتين    𝑇0- يكون فضاء  𝑋الفضاء التبولوجي       𝑦    في𝑋    توجد مجموعة مفتوحة𝑈    تحتوي إحدى

 النقطتين ولا تحتوي الأخرى. 
ى المجموعة  عندئذٍ تسم  𝑋مجموعة جزئية من الفضاء التبولوجي    𝐴لتكن    )المجموعات المفتوحة المعممة(  ]11[  :1  تعريف

𝐴: 

𝐴( إذا كان  semi-openمجموعة نصف مفتوحة ) • ⊆ 𝐴𝑜̅̅̅̅  . 

𝐴( إذا كان  preopenمجموعة مفتوحة مبدئياً ) • ⊆ (𝐴̅)𝑜  . 

𝐴إذا كان  𝛼 (α-open)- مجموعة مفتوحة • ⊆ (𝐴𝑜̅̅̅̅ )𝑜  . 

𝐴( إذا كانت  open -𝑏) 𝑏 - مجموعة مفتوحة • ⊆ (𝐴̅)𝑜 ∪ 𝐴𝑜̅̅̅̅ .[4 ] 

إذا كانت غلاقة أي مجموعة مفتوحة    (extremely disconnected)يسمى شديد عدم الترابط    الفضاء التبولوجي •

 تكون مفتوحة.
 . 𝑏- ومفتوحة 𝛼-ومفتوحةنلاحظ أن المجموعة المفتوحة تكون نصف مفتوحة ومفتوحة مبدئياً     

،  𝑆𝑂(𝑋)  (𝑃𝑂(𝑋) ،𝜏𝛼( يرمز لها بالرمز𝑏- ، مفتوحة𝛼- مبدئياً، مفتوحة )مفتوحةعائلة كل المجموعات نصف المفتوحة 
𝐵𝑂(𝑋).) 

 The finite topological space الفضاء التبولوجي المنتهي  
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 2𝑛يكون    𝑋من العناصر، فإن عدد المجموعات الجزئية )مجموعة القوى( من    𝑛مجموعة منتهية بها عدد    𝑋لتكن         

 .𝑋لعدد العناصر في   |𝑋|وسوف نستخدم الرمز   𝜌(𝑋)ونرمز لها بالرمز 
𝜏التبولوجي على مجموعة منتهية يكون        ⊆ 𝜌(𝑋)   بالتالي فإنه يحتوي عدد منتهي من المجموعات المفتوحة لذلك يمكن

 كالتالي: التبولوجي  إعادة كتابة شروط 
1. 𝑋, ∅ ∈ 𝜏. 
,𝐴إذا كان   .2 𝐵 ∈ 𝜏  فإن ،𝐴 ∩ 𝐵 ∈ 𝜏. 
,𝐴إذا كان   .3 𝐵 ∈ 𝜏  فإن ،𝐴 ∪ 𝐵 ∈ 𝜏. 

المفتوحة يكون مجموعة مفتوحة يسمى فضاء        للمجموعات  الذي يمتلك خاصية التقاطع الاختياري  التبولوجي  الفضاء 
الفضاء التبولوجي المنتهي هو فضاء تبولوجي على  .  𝒜- (، ويرمز له بالرمز فضاءAlexandroff spaceألكسندروف )

هناك أصغر مجموعة مفتوحة تحتوي هذه    𝑋في الفضاء التبولوجي    𝑥مجموعة منتهية من العناصر، يتميز بأنه لكل نقطة  

النقطة وتسمى أصغر مجموعة مفتوحة  التي تحتوي هذه  المفتوحة  المجموعات  المجموعة من تقاطع كل  تنتج هذه  النقطة، 

. هذا التقاطع يكون مجموعة مفتوحة، لأن الفضاء يحتوي عدد منتهي من المجموعات المفتوحة 𝑈𝑥أساسية، ويرمز لها بالرمز  

𝔘. عائلة كل المجموعات المفتوحة 𝒜-فضاءوهذا يعني أنه  = {𝑈𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋}   تكون قاعدة للفضاء التبولوجي المنتهي𝑋  
 وتكون وحيدة ومحتواه داخل أي قاعدة أخرى وتسمى بالقاعدة الصغرى للفضاء.  

 معرفة كالتالي:  𝑋علاقة على  ≥لتكن   ]01[: 2 تعريف

𝑥 ≤ 𝑦   إذا وفقط إذا كان𝑦 ∈ 𝑈𝑥   أي أن𝑈𝑦 ⊆ 𝑈𝑥. 

 هذه العلاقة تكون علاقة عاكسة ومتعدية.
فضاء    𝑋  إذا كان  [. كذلك13]  𝑇0- منتهي  فضاء   𝑋( تكون علاقة ترتيب جزئي إذا وفقط إذا كان  2العلاقة في التعريف )     

𝑈و   منتهي،  تبولوجي ⊆ 𝑋    تكون مفتوحة إذا وفقط إذا كان لكل𝑥 ∈ 𝑈    و𝑥 ≤ 𝑦  فإن ،𝑦 ∈ 𝑈.  المجموعة  و𝑉 ⊆ 𝑋  

𝑥تكون مغلقة إذا وفقط إذا كان لكل  ∈ 𝑉  وكان𝑦 ≤ 𝑥  فإن ،𝑦 ∈ 𝑉. [6 ] 
 𝑀أي أن مجموعة العناصر الأعظمية    وي على الأقل مجموعة وحيدة العنصر تكون مفتوحة.تيح   𝑇0- المنتهي  فضاءال     

،  𝐴تحتوي مجموعة وحيدة العنصر مفتوحة في الفضاء الجزئي    𝑇0- من فضاء منتهي  𝐴أي مجموعة جزئية    .غير خالية
𝑀(𝐴)غير خالية   𝐴أي أن مجموعة العناصر الأعظمية للمجموعة   ≠ ∅ .[7 ] 

 .𝑋تحتوي مجموعة وحيدة العنصر مفتوحة في   𝑇0-منتهيكل مجموعة مفتوحة في فضاء  [10.2، خاصية 8:]3 نتيجة

𝑥و   𝑇0- فضاء منتهي 𝑋ليكن  ]11[ :4تعريف  ∈ 𝑋  .  مجموعة العناصر الأعظمية أكبر من أو تساوي𝑥   المجموعة  هي

𝑥̂ =↑ 𝑥 ∩ 𝑀. 
 

 

 بعض خواص المجموعات المفتوحة المعممة 
المجموعة   𝐴لأي مجموعة جزئية    [2، تمهيدية  9]  :5مبرهنة   الضروري منتهي(،  تبولوجي )ليس من  من أي فضاء 

(𝐴̅)𝑜 ∩ (𝐴𝑜̅̅̅̅ )𝑐 .لا تحتوي مجموعة وحيدة العنصر مفتوحة 

𝐴و  𝑇0-منتهي فضاء 𝑋ليكن   [2]:6مبرهنة  ⊆ 𝑋  فإن ،(𝐴̅)𝑜 ⊆ 𝐴𝑜̅̅̅̅ . 

كان   :1مثال   𝜏إذا  = {∅, 𝑋, {𝑥}, {𝑦, 𝑧}}  فضاء 𝐴و    𝑇0-ليس  = {𝑥, 𝑧}  فإن  ،(𝐴̅)𝑜 = 𝑋    و𝐴𝑜̅̅̅̅ = {𝑥}   بالتالي

(𝐴̅)𝑜 ⊈ 𝐴𝑜̅̅̅̅. 
 صحيحة: تكون الجمل التالية  6من المبرهنة  ،𝑇0-فضاء منتهي  𝑋ليكن  [2]:7نتيجة 

 . تكون نصف مفتوحةمجموعة مفتوحة مبدئياً أي  •

𝐴المجموعة   • ⊆ 𝑋 مفتوحة تكون نصف مفتوحة إذا وفقط إذا كانت -𝑏 . 

𝐴المجموعة   • ⊆ 𝑋  كانت مفتوحةتكون مفتوحة مبدئياً إذا وفقط إذا-𝛼. 
 .𝑇0- العلاقة بين المجموعات المفتوحة المعممة في الفضاء المنتهي يوضح  1الشكل 

ً   ⟸مفتوحة                                     مفتوحة مبدئيا
                               ⇕                  

 نصف مفتوحة  ⟸    𝛼-مفتوحة                                                  
⇕                                        

 𝑏-مفتوحة                                
 .𝑇0- بين المجموعات المفتوحة المعممة في الفضاء المنتهيالعلاقة  (1شكل )            

ضروري لتحقق النتائج السابقة. فمثلاً أي مجموعة جزئية فعلية غير خالية من الفضاء التبولوجي    𝑇0-شرط فضاء  :2مثال  

𝐴  التافه  ⊆ 𝑋    يكون𝐴𝑜̅̅̅̅ = 𝑜(𝐴̅)و   ∅ = 𝑋  تكون ولا  مبدئياً  مفتوحة  تكون  بالتالي  تكون ،  لا  وأيضاً  مفتوحة،  نصف 
 . 𝛼- مفتوحة
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 ، فإن الجمل التالية تكون متكافئة:𝑇0  -منتهي فضاء 𝑋ليكن   [3.5، مبرهنة  11] :8مبرهنة 

 يكون شديد عدم الترابط.  𝑋الفضاء التبولوجي   .1

2. 𝑃𝑂(𝑋) = 𝑆𝑂(𝑋). 
𝑃𝑂(𝑋)  فإن  عنصر أكبر،  ولديه   𝑇0- تبولوجي منتهي  فضاء   𝑋ليكن    [ 11]  :9  نتيجة = 𝑆𝑂(𝑋)    ولذلك𝑋    فضاء شديد

 عدم الترابط.
 

 The Continuity in Finite Spacesالاتصال في الفضاءات المنتهية 
:𝑓فضاءات تبولوجية منتهية. الدالة   𝑌و   𝑋ليكن  [1.6، خاصية 8: ]01مبرهنة  𝑋 → 𝑌  تكون متصلة عند النقطة𝑥   إذا

𝑓(𝑈𝑥)وفقط إذا كان   ⊆ 𝑈𝑓(𝑥). 

:𝑓. الدالة  فضاءات تبولوجية منتهية  𝑌و    𝑋ليكن    [7، خاصية  61]  :11مبرهنة   𝑋 → 𝑌    إذا كان  تكون متصلة إذا وفقط

𝑥 ≤ 𝑥′   يؤدي إلى أن𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥′)   لكل𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋. 
:𝑓الدالة    )بعض أنواع الاتصال الضعيفة( ]41[ :21تعريف   𝑋 → 𝑌    من الفضاء التبولوجي𝑋    إلي الفضاء التبولوجي𝑌  

تكون    𝑌إذا كانت الصورة العكسية لكل مجموعة مفتوحة في  (  𝛼-، متصلة𝑏-تكون متصلة مبدئياً )نصف متصلة، متصلة
 .𝑋( في 𝛼-، مفتوحة𝑏 - مفتوحة مبدئياً )نصف مفتوحة، مفتوحة

.  في الفضاء التبولوجي الاختياري )بصورة عامة( لا توجد علاقة بين الدوال المتصلة مبدئياً والدوال نصف المتصلة    
نتحصل  (  1، فإنه من العلاقة بين المجموعات المفتوحة المعممة الموضحة بالمخطط في شكل )  𝑇0- فضاء منتهي  𝑋عندما  

 :    (2على العلاقات الموضحة في الشكل )

ً  ⟸دالة متصلة                      دالة متصلة مبدئيا

                               ⇕                  
 دالة نصف متصلة   ⟸     𝛼- دالة متصلة                                                 

⇕                                        
 𝑏-دالة متصلة                                

 𝑇0-( العلاقة بين أنواع الاتصال الضعيفة في الفضاء المنتهي2شكل )

𝑌ليكن  :3مثال  = 𝑋 = {𝑥, 𝑦, 𝑧} مع التبولوجيين 

𝜏 = {∅, 𝑋 , {𝑥}, {𝑦}, {𝑥, 𝑦}}   و𝜏∗ = {∅ , 𝑌, {𝑥} , {𝑥 , 𝑦}} 

,𝑓: (𝑋والدالة   𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜏∗)   :معرفة كالتالي 
 𝑓(𝑥) = 𝑥 , 𝑓(𝑦) = 𝑧 , 𝑓(𝑧) = 𝑦  فإن ،𝑓  .ًدالة نصف متصلة ولا تكون متصلة مبدئيا 

𝑋ليكن    :4مثال   = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}    التبولوجي 𝜏مع  = {∅, 𝑋, {𝑎}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑏, 𝑐}}    و𝑌 = {𝑥, 𝑦, 𝑧}   مع

∗𝜏التبولوجي  = {∅, 𝑌, {𝑧}} والدالة  𝑓: (𝑋, 𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜏∗) :معرفة كالتالي 

𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑑) = 𝑧 , 𝑓(𝑐) = 𝑥 
 دالة ليست متصلة ولكن متصلة مبدئياً. 𝑓فإن  

:𝑓. الدالة  𝑇0- فضاء  𝑋و    فضاءات تبولوجية منتهية،  𝑌و    𝑋ليكن    [ 7.4، مبرهنة  21]  :13  مبرهنة 𝑋 → 𝑌    تكون متصلة

𝑥مبدئياً إذا وفقط إذا كان لكل   ∈ 𝑋   يكون𝑓(𝑥̂) ⊆ 𝑈𝑓(𝑥). 

:𝑓. الدالة  𝑇0-فضاء  𝑋و    فضاءات تبولوجية منتهية،  𝑌و    𝑋ليكن    [8.4، مبرهنة  12]:  41مبرهنة   𝑋 → 𝑌    تكون نصف

لكل   كان  إذا  وفقط  إذا  𝑥متصلة  ∈ 𝑋    هناك𝑦 ∈ 𝑥̂    أن 𝑓(𝑦)بحيث  ∈ 𝑈𝑓(𝑥)  لكل أنه  أي   .𝑥 ∈ 𝑋    يكون𝑓(𝑥̂) ∩

𝑈𝑓(𝑥) ≠ ∅. 

:𝑓، فإن الدالة  𝐿يحتوي عنصر أكبر    𝑋. إذا كان  𝑇0-فضاء  𝑋و    فضاءات تبولوجية منتهية،  𝑌و    𝑋ليكن    :51  نتيجة 𝑋 →
𝑌   تكون متصلة مبدئياً إذا وفقط إذا كان لكل𝑥 ∈ 𝑋   يكون𝑓(𝐿) ∈ 𝑈𝑓(𝑥). 

𝑓(𝑥̂)( يكون 13دالة متصلة مبدئياً، من المبرهنة )  𝑓نفرض   البرهان: ⊆ 𝑈𝑓(𝑥)     لكل𝑥 ∈ 𝑋  وبما أن ،𝐿    ،عنصر أكبر

𝑥بالتالي لكل   ∈ 𝑋    يكون𝑥̂ = {𝐿}  وهذا يعني أن ،𝑓(𝑥̂) = {𝑓(𝐿)}   ومنها𝑓(𝐿) ∈ 𝑈𝑓(𝑥)   لكل            𝑥 ∈ 𝑋 .

𝑦الاتجاه الأخر، نفرض   ∈ 𝑓(𝑥̂)  ولكن ،𝑓(𝑥̂) = {𝑓(𝐿)} ∈ 𝑈𝑓(𝑥)  وبالتالي ،𝑦 ∈ 𝑈𝑓(𝑥) وهذا يعني أن ،𝑓(𝑥̂) ⊆

𝑈𝑓(𝑥)   لكل𝑥 ∈ 𝑋 ( 13ومن المبرهنة)  الدالة 𝑓  .ًتكون متصلة مبدئيا 

:𝑓شديد عدم الترابط. الدالة    𝑇0-فضاء  𝑋و    فضاءات تبولوجية منتهية،  𝑌و    𝑋ليكن    :61مبرهنة   𝑋 → 𝑌    تكون متصلة

 مبدئياً إذا وفقط إذا كانت نصف متصلة. 
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من العلاقة بين المجموعات المفتوحة المعممة واضح أن الدالة المتصلة مبدئياً تكون نصف متصلة. الاتجاه الأخر، البرهان:  
تكون نصف مفتوحة في    𝑓−1(𝑊)نصف متصلة، فإن    𝑓، بما أن  𝑌مجموعة مفتوحة في    𝑊نصف متصلة، و    𝑓نفرض  

𝑋.  بما أن𝑋 (  8) شديد عدم الترابط، بالتالي من المبرهنة𝑓−1(𝑊)  تكون مفتوحة مبدئياً وهذا يعني أن𝑓  .ًمتصلة مبدئيا 

̅̅{𝑥}فضاء ليس شديد عدم الترابط، لأن    𝑋الفضاء    3المثال  في   ̅̅ = {𝑥, 𝑧} ∉ 𝜏الدالة نصف متصلة وليست متصلة    ، و

 مبدئياً. 
𝑌ليكن  :5مثال = {𝑎, 𝑏} , 𝑋 = {𝑥, 𝑦, 𝑧}  مع التبولوجيين 

𝜏 = {∅, 𝑋 , {𝑥}, {𝑥, 𝑦}}   و𝜏∗ = {∅ , 𝑌, {𝑎}} 

,𝑓: (𝑋والدالة   𝜏) ⟶ (𝑌, 𝜏∗)    :معرفة كالتالي𝑓(𝑥) = 𝑎 , 𝑓(𝑦) = 𝑏 , 𝑓(𝑧) = 𝑎  .  الفضاء𝑋   شديد عدم الترابط و
 الدالة نصف متصلة ومتصلة مبدئياً. 

:𝑓إذا كانت الدالة    ملاحظة: 𝑋 → 𝑌     نصف متصلة ومتصلة مبدئياً ليس من الضروري أن يكون الفضاء𝑋    شديد عدم

المثال    الترابط. في  وت  4الدالة  متصلة  ونصف  مبدئياً  متصلة  لأن  ليس    𝑋الفضاء    كون  الترابط،  عدم  ̅̅{𝑎}شديد  ̅̅ =
{𝑎, 𝑐, 𝑑} ∉ 𝜏. 

 . بالتالي الجمل التالية متكافئة:𝐿يحتوي عنصر أكبر  𝑇0-فضاء 𝑋و  فضاءات تبولوجية منتهية، 𝑌و  𝑋ليكن   :17نتيجة 

[1] 𝑓: 𝑋 → 𝑌   .دالة نصف متصلة 
[2] 𝑓: 𝑋 → 𝑌 .ًدالة متصلة مبدئيا 

𝑥كان لكل   [3] ∈ 𝑋  يكون𝑓(𝐿) ∈ 𝑈𝑓(𝑥). 

 (. 16(، والمبرهنة )15( و)9من النتيجتين ) البرهان:

:𝑓فضاءات تبولوجية منتهية. الدالة    𝑌و    𝑋ليكن    :18مبرهنة   𝑋 → 𝑌    إذا وفقط إذا كان  تكون متصلة ومفتوحة𝑓(𝑈𝑥) =
𝑈𝑓(𝑥)   لكل𝑥 ∈ 𝑋. 

𝑓(𝑈𝑥)( يكون لدينا  10دالة متصلة ومفتوحة، من المبرهنة )  𝑓نفرض أن    البرهان: ⊆ 𝑈𝑓(𝑥)    لكل𝑥 ∈ 𝑋 المجموعة .

𝑈𝑥    مفتوحة لكل𝑥 ∈ 𝑋   وبما أن𝑓   دالة مفتوحة، فإن𝑓(𝑈𝑥)   مجموعة مفتوحة في𝑌بما أن .           𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝑈𝑥) 
𝑓(𝑥)وبالتالي   ∈ 𝑈𝑓(𝑥) ⊆ 𝑓(𝑈𝑥)      أن يبرهن  𝑓(𝑈𝑥)وهذا  = 𝑈𝑓(𝑥)    لكل𝑥 ∈ 𝑋  أن نفرض  الأخر،  الاتجاه   .

𝑓(𝑈𝑥) = 𝑈𝑓(𝑥)    لكل𝑥 ∈ 𝑋  ( تكون  10ومن المبرهنة )𝑓    دالة متصلة. بفرضV    مجموعة مفتوحة في𝑋    بالتاليV =

⋃ 𝑈𝑥𝑥∈𝑉    ومنها𝑓(𝑉) = 𝑓(⋃ 𝑈𝑥𝑥∈𝑉 ) = ⋃ 𝑓(𝑈𝑥)𝑥∈𝑉 = ⋃ 𝑈𝑓(𝑥)𝑥∈𝑉    وهذا يعني أن𝑓(𝑉)    مجموعة مفتوحة

 دالة مفتوحة.  𝑓وبالتالي  𝑌في  
:𝑓الدالة    )الدوال المفتوحة المعممة( ]8[ :19تعريف   𝑋 → 𝑌    من الفضاء التبولوجي𝑋    إلي الفضاء التبولوجي𝑌    تكون

تكون مفتوحة مبدئياً    𝑋( إذا كانت صورة كل مجموعة مفتوحة في  𝛼- ، مفتوحة𝑏- مفتوحة مبدئياً )نصف مفتوحة، مفتوحة
 .𝑌في   (𝛼-، مفتوحة𝑏- )نصف مفتوحة، مفتوحة

قة بين الدوال  ( نجد العلا19( والتعريف )1من العلاقة بين المجموعات المفتوحة المعممة الموضحة بالمخطط في شكل )

 (.3وهي موضحة في الشكل ) 𝑇0- منتهيفضاء  𝑌المفتوحة المعممة حيث أن 
ً   ⟸دالة مفتوحة                      دالة مفتوحة مبدئيا

                               ⇕                  
 دالة نصف مفتوحة  ⟸     𝛼-دالة مفتوحة                                            

⇕                                        
 𝑏- دالة مفتوحة                                

 𝑇0-في الفضاء المنتهي ( العلاقة بين الدوال المفتوحة المعممة3شكل )

:𝑓الدالة    :02نتيجة   𝑋 → 𝑌  حيث  𝑌  منتهي  فضاء -𝑇0    إذا وفقط إذا كانت   مبدئياً شديد عدم الترابط، فإنها تكون مفتوحة

 . نصف مفتوحة
وجدنا العلاقة بين أنواع الاتصال    𝑇0- بناءً على العلاقة بين المجموعات المفتوحة المعممة في الفضاء المنتهي  الخلاصة:

تهية الضعيفة والعلاقة بين الدوال المفتوحة المعممة. أوضحنا الشروط الكافية والضرورية لتكون الدالة بين الفضاءات المن
ومفتوحة إذا وفقط إذا كان    فضاءات منتهية، فإن الدالة تكون متصلة  𝑌و    𝑋متصلة مبدئياً ونصف متصلة. أيضاً في حالة  

 .𝑓(𝑥)أساسية للنقطة  تساوي أصغر مجموعة مفتوحة  𝑥صورة أصغر مجموعة مفتوحة أساسية للنقطة  
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