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  متغیرات ةفي ثلاث عادلة �فاف التفاضلـ�ةم

  )طرق الحلمناقشة (

  علي محمد المدیر .أ

  الملخص

 ةفــــي ثلاثـــــ معادلــــة �فــــاف التفاضــــل�ة دراســـــة إلــــىهــــذه الورقــــة ال�حث�ــــة  هــــدفت

 إلـىو�ـذلك  ،التامـةالمعادلـة �تكامل�ـة العلاقـة و  ،قابل�ـة المعادلـة للتكامـلشر� و  ،متغیرات

 الأولالنـــوع  ،رئ�ســـةنـــواع أثلاثـــة  إلـــى تقســـ�مها والتـــي نـــر�  المختلفـــة حـــللاطـــرق  مناقشـــة

وطر�قـــة  ،طـــرق م�اشـــرة وســـهلة تشـــمل طر�قـــة الفحـــص وطر�قـــة فصـــل المتغیـــرات الثلاثـــة

لشــ�ل  والتحو�ــل تعتمــد علــى الاختــزال التــيطــرق وهــى الونــوع ثــان  ،متغیــر واحــدفصــل 

 معادلــة إلـىطر�قــة المعادلـة المتجانسـة التــي �حولهـا  ،شـملتونـوع المعادلـة ل�ســهل حلهـا و 

 إلــــىوطر�قـــة الاختــــزال  ،الأولالنــــوع  إلـــىل یرجعهــــا و فصـــمفیهــــا متغیـــر واحــــد  تفاضـــل�ة

ونــوع ، ثلاثـة متغیــراتمعادلــة تفاضـل�ة فــي فــي متغیـر�ن بــدلا مـن  عاد�ـة تفاضــل�ة معادلـة

عــدة  إلــىتحتــاج  و، حــد المتغیــرات ثابتــاأیــتم فــرض  والتــي، ال�ارمتر�ــةثالــث وهــو الطــرق 

 التـي تنــتج معـادلتین تفاضــلیتین يوتشـمل طر�قــة ناتـان، خطـوات ر�اضـ�ة وتقن�ــات تكامل�ـة

 وطر�قـــة هـــا التفاضـــلات الكل�ـــةیســـتخدم فت التـــي طر�قـــة الخدعـــةو  ،�م�ـــن حلهمـــا عـــادیتین

   .في الحل التكامل�ة نظر�ةال شر� التكافؤ من برهان خطوات البرهان والتي �ستخدم

 إلىه الطرق والانتقال من الطرق السهلة ذنه ین�غي التدرج في استخدام هأو�ینا 

  .الأكثر صعو�ة حسب المعادلة المعطاة إلىالصع�ة 

  

                                                             
  جامعة مصراتة  –�ل�ة التر��ة  –الر�اض�ات قسم.  
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  :مقدمة

م�انة مرموقة في �ل فروع العلوم التطب�ق�ة المعادلات التفاضل�ة تحتل 

  .الهندس�ة والفیز�ائ�ةو 

وتش�ل معادلات �فاف التفاضل�ة أهم�ة �الغة في مجال التطب�قات الهندس�ة 

  .والطب�ة والفیز�ائ�ة والك�مائ�ة

 Johann  Friedrich Pfaff الألمـاني لعـالم الر�اضـ�اتبهـذا الاسـم نسـ�ة  توسـمّی

�مــا تســمى معادلــة �فــاف التفاضــل�ة  ،Pfaffians اشــتهر بلقــب  والــذ� )1756-1825 (

ر� �ـــو ، )TOTAL DIFFERENTAIAL EQUATION( الكل�ـــة التفاضـــل�ة �المعادلـــة

المعــادلات التفاضــل�ة  ساســ�ا فــيأ ن لهــا دوراً أ فــي المعــادلات التفاضــل�ة نیكثـر المختصــأ

معـــــادلات و مـــــن الأ مـــــن المعـــــادلات التفاضـــــل�ة الجزئ�ـــــةنهـــــا أوتصـــــنف علـــــى ، ةئ�ـــــالجز 

  .كثر من متغیر�نأعاد�ة في التفاضل�ة ال

ل لمعادلة �فاف التفاضل�ة في حوسن�تفي في هذه الورقة ال�حث�ة بدراسة طرق ال

  .متغیرات ةثلاث

  :تعر�ف -1

∑      )1(:      التعبیر F�(x�, x�, … … … , x�)dx� = 0�
���   

,�x)دوال في عدة متغیرات مستقلة  �F ( l,2,…,n = � )حیث  x�, … , x�).  

  .من المتغیرات �nفاف التفاضل�ة في  �معادلة )1(التعبیر  �عرف

  :وتكتب معادلة �فاف التفاضل�ة في متغیر�ن على الصورة التال�ة

P(x, y)dx + Q(x, y)dy =   .)1( تكامليتمتلك عامل  وهى معادلة دائما  0

  :أما معادلة �فاف في ثلاث متغیرات تكتب على الصورة التال�ة
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P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz = 0           (2)   

  .منطقة فراغ�ة ماي فمعرفة ومتصلة وقابلة للتفاضل مرتین  دوال P,Q,Rحیث 

  dv = 0      (3)     : F  في صورة متجه) 2(و�م�ننا �تا�ة المعادلة 

 P i +Q j +R k( = F = (P, Q, R), dv = (dx ,dy ,dz )( حیث   

  = 0F. Curl F :هو الضرور� والكافي لقابل�ة معادلة �فاف التفاضل�ة للتكاملالشر�  -: 1 نظر�ة

Curl F.�انت إذا -: 2نظر�ة   =  0 F  الدالةو  μ  دالة اخت�ار�ة في المتغیرات)X,Y,Z  (

  F). Curl(μ F) = 0 (μ   فإن

  0Ø = ( U ,V )  على الصورةV ( X,Y ) و   U( X,Y ) توجد علاقة بین الدالتین -: 3نظر�ة 

�ان  إذا�ان وفق�  إذا�صورة صر�حة  Y أو Xعلى  تمل شلا ت
�(�,�)

�(�,�)
= 0 

ببرهـــان  وســـن�تفيالنظر�ـــات الثلاثـــة المهمـــة فـــي موضـــوع معادلـــة �فـــاف التفاضـــل�ة  وهـــذه

فــي  طــرق الحــل لمعادلـة �فــاف التفاضــل�ة �أحــد هـابرهان ســتخداملالــك وذ ،الأولــىالنظر�ـة 

  .ثلاثة متغیرات

  :تكامل�ة معادلة �فاف التفاضل�ة -2  

  تكون معادلة �فاف التفاضل�ة  

P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz = 0     (2)   

إذا أم�ن الحصول علیها  ( Solvable )أ� قابلة للحل  ( Integrable )كامل تقابلة لل 

  :�مفاضلة الدالة 

f(x, y, z) = A              (4)         حیثA  ثابت اخت�ار�.  

  )1برهان النظر�ة() 2( للمعادلة وسنثبت الآن شر� التكامل�ة 
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df    ) :4(المعادلة  لنبدأ �مفاضلة =
��

��
dx +

��

��
dy +

��

��
dz = dA ≡ 0   

)5(   ��

��
dx +

��

��
dy +

��

��
dz = 0  

  :نجد أن ) 2(، ) 5(المعادلتین  من

)6          (��

��
= μP  ,     

��

��
= μQ   ,   

��

��
= μR  

,μ(x حیث  y, z)وإذا �انت الدالة  .دالة اخت�ار�ةf(x, y, z)  ومشتقاتها الأولى مستمرة

  :   فإن

                       
�²�

�� ��
=

�²�

�� ��
 إلىیؤد� 

�

��
(μQ) =

�

��
(μP)  

     )7( μ �
��

��
−

��

��
� + Q 

�μ

��
− P 

�μ

��
= 0            

μ    )8(   :و�المثل نجد أن  �
∂R

∂y
−

∂Q

∂z
� + R 

∂μ

∂y
− Q 

∂μ

∂z
= 0         

  )9( μ �
∂P

∂z
−

∂R

∂x
� + P 

∂μ

∂z
− R 

∂μ

∂x
= 0              

، والجمع ثم  Qفي ) 9(المعادلة و  Pفي ) 8( المعادلة و Rفي ) 7(المعادلة �ضرب   

  :ینتج أن  μالقسمة على الدالة الاخت�ار�ة 

)10  (P �
��

��
−

��

��
� + Q �

��

��
−

��

��
� + R (

��

��
−

��

��
) ≡ 0  

) المعادلة التفاضل�ة الكل�ة( معادلة �فاف التفاضل�ة لكون  الضرور� الشر�  وهو 

  :و�م�ن إعادة �تا�ة الشر� على صورة محدد ، قابلة للتكامل

)11( .Curl F      =   

P Q R
�

��

�

��

�

��

P Q R

    = 0 F  
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     = curl F )12(   Curl F  الالتفاف ثرمؤ  نإحیث      

i j k
�

��

�

��

�

��

P Q R

     

Curl F.   أننفرض : الشر� ��ون �اف�ا أنبرهان   =  0 F   

Pdx  المعادلة  أنوالمطلوب    + Qdy + Rdz =   .قابلة للتكامل  (2)     0

   :تص�ح على الصورة )2( المعادلة فإن )dz = 0  ( ابتاً ث  zتبرنا المتغیر عا  اذفإ 

P(x ,y, z) dx + Q(x ,y ,z) dy = 0  

  z �شمل ثابت �م�ن ان c حیث، =c U(x ,y ,z): ولها حل على الش�ل

  �حیث  μدالة   تتوفر أنیجب  و�التالي
��

��
= μP  ,     

��

��
= μQ       

   :نحصل على P,Qبدلا من ) 2( الأصل�ةو�التعو�ض في المعادلة 

)13(        
��

��
dx +

��

��
dy + μRdz = 0  

��إضافة وطرح �و 

��
dZ     تحصل علىمن المعادلة التفاضل�ة السا�قة:  

��

��
dx +

��

��
dy +

��

��
dZ + (μR −

��

��
)dZ = 0   

kحیث          du + k dz = o )14(: كافئت ه المعادلةوهذ     = μR −
��

��
     

   F. Curl(μ F) = 0 μ     ) 3( وحسب النظر�ة     = 0F. Curl F  من الفرض

F=( μP,μQ,μR) = (
 ��

��
,

��

��
,

��

��
+ K ) = grad U+( o, o, k ) μ  

) = Curl ( μ F) : المعادلة طرفيبتطبی� مؤثر الالتفاف على 
 ��

��
, −

��

��
, 0 )  

)15(      μ F Curl ( μ F) =  
 ��

��
 
��

��
−  

��

��

 ��

��
 =   

�(�,�)

�(�,�)
= 0  
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      ��ون م�افئا للعلاقة   = 0F. Curl F   الشر� فإن
�(�,�)

�(�,�)
= �ضمن وجود ا ذوه0

  )2نظر�ة ( �صورة صر�حة )x ,y(لا تحتو� على   (u ,K)  علاقة بین

kتحق� المعادلة  التيو  )  U, Z( �عبر عنها �دالة في  K أن أ�  = μR −
��

��
      

و    dZمعامل  هي Rحیث (
��

��
   )المفروض ثابتا Z المشتقة الجزئ�ة �النس�ة للمتغیر  

   )16(   الحل للمعادلة و 
��

��
 +k (u ,z) = o  على الصورة��ون   (u ,z) = 0 φ  

 f (X,Y,Z ) = 0 )17(: نحصل على الحل في الصورة x ,y ,zبدلالة  U عن التعو�ضو 

  .تكون قابلة التكامل الأصل�ةالمعادلة  أنوهو ما یبین       

خطوات البرهان للشر� الكافي �طر�قة حل لمعادلة �فاف التفاضل�ة في  استخدام و�م�ن

  .ثلاثة متغیرات

ـــاضلــــ�ة  -  3 ـــادلة �فـــاف التفـ   :التامة مع

P dx )2( تكون معادلة �فاف التفاضل�ة + Q dy + R dz = إذا أم�ن  ) Exact( تامة 0

  : �تا�ة الطرف الأ�سر �تفاضل تام على الصورة

)18( P dx + Q dy + R dz = df(x, y, z)  

  :هو) 2(للمعادلة  التمام نجد أن شر�) 9(، ) 8(، ) 7(في المعادلات  μ=1و�وضع 

)19( ��

��
=

��

��
  ,   

��

��
=

��

��
  ,   

��

��
=

��

��
  

ولكن الع�س ل�س ، )11( یتضمن شر� التكامل�ة) 19( مامشر� التتحق� وواضح أن 

ف�ون المعادلة قابلة للتكامل لا �عني �الضرورة أنها تامة على صورتها ، دائماً  اصح�ح

�2xy :فمثلاً المعادلة، الحال�ة +
�

��� dx + x²dy + tanz dz = معادلة قابلة    0

وهي في نفس الوقت تامة لأنها أ�ضاً تحق� شر�  التكامل�ةشر�  للتكامل لأنها تحق�

  :أما المعادلة ، اممالت
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y²dx + (3xy + 2z)dy + ydz =   .قابلة للتكامل إلا أنها ل�ست تامة فهي   0

والع�س غیر ، تكامل�ةال شر� ضمن تحق�التامة تمعادلة �فاف التفاضل�ة  فإن و�التالي

  .اممالت تحق� شر� التكامل�ة لا �عنى �الضرورةشر� �معنى تحق� دائما   صح�ح

ن أ�عنى متغیرات  ةفي ثلاثلمعادلة �فاف التفاضل�ة  اممالتتحق� شر� ن إ و 

و�تم عن  ،معقدةحل و طرق أعوامل تكامل�ة  إلىولا �حتاج م�اشرا  عادة ��ون  الحل

 أنعلى ، �حیث تكون �ل مجموعة تفاضل تام ،مجموعات إلىطر�� تقس�م الحدود 

  .الطرق الم�اشرة إحد�یتم الحل وف�  أو، �حتاج ل�عض المهارة والمناورة

 إلىعامل تكاملي �حولها تحتاج ل فإنها ،تامةغیر ما عندما تكون المعادلة أ 

متغیرات  ةثلاث فيللمعادلة التفاضل�ة معادلة تامة وعمل�ة ال�حث عن العامل التكاملي 

یتم ن أفضل والأ، عل�ه ولا توجد قاعدة معینة للحصول نة وغیر مضمو  تكون �التجر�ة 

  .الأخر�  حلها بإحد� الطرق 

  : )Methods For Solving  (  ـلــحـالرق ـــط -4

ف�رة م�سطة عن معادلة �فاف التفاضل�ة و�عض النظر�ات وشر�  أخذنا أن�عد 

طرق ومناقشة نشرع في معرفة  فإننا ،قابلیتها للتكامل وعلاقة التكامل�ة �المعادلة التامة

ن تكون الخطوة أیجب  متغیرات ةمعادلة �فاف التفاضل�ة في ثلاث لحلو  ،لها الحل

 قابلة للتكاملتكون  �أ، للمعادلة شر� التكامل�ةتحق� مد� الرئ�سة هي اخت�ار و ولى الأ

  .عن طر�قة الحل المناس�ة من قابل�ة المعادلة للتكامل ن�حث التحق� و�عد، والحل

  .والطرق ال�ارمتر�ة ،وطرق الاختزال ،الحل منها طرق م�اشرةعدة طرق لإیجاد وتوجد  

 إجراء في�عض المهارة  إلىتاج حتالتي وهى الطرق السهلة : م�اشرة الطرق ال -ولا أ

   .لتكاملاتا
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  -:) Inspection Method ( طــر�ـقة الفـحـص -1

 �عد التحق� من أن معادلة �فاف التفاضل�ة قابلة للتكامل، ف�م�ن تعیین الحل �الملاحظة

     )CurlF )2 0 = ��ون فیها التيوخاصة المعادلة ، والحل ��ون ضمن�ا والفحص م�اشرة

 وتحق�قابلة للتكامل معادلة  هي  x² dx + y² dy + z² dz= 0 التفاضل�ةالمعادلة  :1لامث

  الشر�

)0  =CurlF (  التكامل ��ون  حلها و�: x³ + y³ + z³ = c  

ـــقة فـصــل المتغــیرات  -2   -:) Variables Separable Method( طــر�

دة خطوات ر�اض�ة عفصلها �عد  أم�ن وإذاالقابلة للتكامل التفاضل�ة معادلة �فاف  

  P(x) dx +Q(y) dy + R(z) dz = 0      )20(  على الصورةووضعها 

∫ )21(:الصورة التال�ة على حلها �م�ن P(x) dx +  ∫ Q(y) dy +  ∫ R(z) dz = c         

  xy²z² dx + x²yz² dy + x²y²z dz = 0     المعادلة  حل :2لامثــ

   :نحصل على x²y²z² �قسمة طرفي المعادلة علىو  للتكاملالمعادلة قابلة 
��

�
+  

��

�
+  

��

�
= 0    

  xyz = c : الحل �التكامل نحصل على مفصولة في المتغیرات الثلاثة أص�حتالمعادلة 

  -:)One Variable Separable Method( قـابـل للفــــصل متغیر واحد طر�قة -3

قا�لاً  (x ,y, z)حد المتغیرات الثلاثة إذا �ان أو  ،معادلة �فاف قابلة للتكامل أننفرض   

  : معادلة تأخذ الصورةالفإن  z  للفصل، ول��ن مثلاً 

)22( P( x, y) dx + Q( x ,y) dy + R(z) dz = 0  
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   Curl F =  

i j k
�

��

�

��

�

��

P(x, y) Q(x, y) R(z)

  

Curl F   = 0 i – 0 j + (
��

��
−  

��

��
) k  

��:  فإنالمعادلة تحق� شر� قابلة للتكامل  نإوحیث    

��
=  

��

��
    

   duوهو   u  ��ون تفاضلاً تاماً لدالة ما (P dx + Q dy)وهذا �عني أن المقدار 

         u(x,y) + ∫ R(z) dz = c )23( :والحل ��ون 

ـــ    a²) dz  -z(y²  -z²) dy  -a²) dx + y(x²  -x(y²= 0المعادلة  حل :3المثـ

   a²) (x² - z²)   (y²   �قسمة طرفي المعادلة علىحلها ��ون و للتكامل  قابلة المعادلة

�� � :نحصل على

(�²��²)
+  

� ��

(�²��²)
−  

� ��

(�²��²)
= 0  

  :�تا�ة المعادلة إعادةو�م�ن  ، قد أم�ن فصله  yأ� أن المتغیر 

� ���� ��

(�²��²)
+  

� ��

(�²��²)
= 0   

  وهو الحل المطلوب c = (y² - a²)(x² - z²) : و�تكامل طرفي المعادلة الأخیرة نحصل على

في  یتم اختزال المعادلة التفاضل�ة التيالطرق  يوه :التحو�لو  طرق الاختزال -ثان�ا

ش�ل اخر �م�ن  إلىو تحو�لها أ في متغیر�ن عاد�ة تفاضل�ة ةمعادل إلىمتغیرات  ةثلاث

معرفة جیدة بتقن�ات  إلىة صعو�ة وتحتاج �خطوات الر�اضتزداد ال هذا النوع  يوف حلها

  .التكامل

ـــانــسةطر�قة  -1   -:)Homogeneous Equation Eethod( المـعــــادلة المتجــ

  إذا �ان  (x ,y ,z)في متغیراتها  nمتجانسة من الدرجة  ƒ(x ,y ,z)تسمى المعادلة 
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)24( ƒ(λ x, λ y ,λ z) = λⁿ ƒ(x ,y, z)  

  :وتسمى معادلة �فاف التفاضل�ة 

P(x ,y ,z) dx + Q(x ,y, z) dy + R(x ,y ,z) dz = 0  

   .nمن نفس الدرجة  (x ,y, z)دوال متجانسة في  P, Q, Rمتجانسة إذا �انت الدوال 

متجانسة فإننا نستعین �متغیر�ن قابلة للتكامل  و وعندما تكون معادلة �فاف التفاضل�ة 

 ,dy=u dx +x du ومنهما ��ونان z = v x , y = u xالتحو�ل فنستخدم u, vجدیدین 

 dz =v dx+x dv  

  :�التعو�ض في المعادلة الأصل�ة نحصل على 

��

�
+  

�(�,�,�)

�������
 du +  

�(�,�,�)

�������
 dv = 0   

 = A(u ,v)  نضع
�

�������
    ,   B(u,v) = 

�

�������
  

)25( ��

�
+  A(u, v) du +  B(u, v) dv = 0              

 z=v x   ،y= u xتحو�ل معادلة �فاف التفاضل�ة المتجانسة �التعو�ض  یتموه�ذا      

�طر�قة متغیر وتحل ) x(وهو التي فصل أحد المتغیرات التفاضل�ة �فاف لةمعاد إلى

   .واحد قابل للفصل

,A(uالمقدار  و v) du +  B(u, v) dv   تفاضل تام لان   : 
��

��
=  

��

��
   

yz(y حل المعادلة :4 لامثـــــ + z)dx + xz(x + z)dy + xy(x + y)dz = 0 

   التحو�ل�م�ن استخدام  ومتجانسة وهى معادلة  المعادلة قابلة للتكامل

y = u x  ، z = v x  

  :المعادلة التفاضل�ة نحصل على في و�التعو�ض 
��

�
+

�(���)����(���)��

���(�����)
= 0 
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 المقدارهذه 
�(���)����(���)��

���(�����)
واستخدام  �حل �طر�قة المعادلات التامةتفاضل تام    

  :الحل العام  نحصل على، الكسور الجزئ�ة في عمل�ة التكامل

xyz = c (x + y + z)  

قابلة للتكامل �انت معادلة �فاف التفاضل�ة  إذا : خاصة للمعادلة المتجانسة طر�قة

≠ D(لا ینعدم  و�ان  ، D=P X+QY+RZ المقدارمتجانسة وتم تجم�ع و  0    (  

  :هو  )3( للمعادلة المتجانسة) Integrating Factor(العامل التكاملي  فإن

)26(       I.F = 
�

�
  

   : في المعادلة المعطاة  وعند ضرب العامل التكاملي 

)27(        0=  
��� � � �� � � ��      

�
  

   : )4(  و استخدام الص�غةأ م�ن تكاملها �عد ت�س�� الكسور وال�حث عن تفاضلات تامة� 

)28(     0 = � (�)

�
 + ��� � � �� � � ���� (�)    

�
  

 Dتعنى التفاضلات الكل�ة للمفدار d (D) حیث 

وطرح  وإضافة ضرب العامل التكاملي في المعادلة المعطاةه الص�غة ناتجة من ذوه

 d (D)التكامل للمعادلة التفاضل�ة المتجانسة لت�س�� عمل�ة، من ال�س�.   

    y dz x z dy + x –) dx  + z y( z =  0 :حل معادلة �فاف التفاضل�ة :5مثال 

  D = x z (y + z) ≠ 0 والمقدار متجانسةقابلة للتكامل و المعادلة 

    الص�غة ینتج و�استخدام
� (�)

�
 = 

�(�� �  ��)    

���
  

  .ثابت اخت�ار�  cحیث    x z= c (y +z):  الحل و�عد التكامل نحصل على 
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  :معادلة تفاضل�ة عاد�ة  إلىطــر�ـقة الاخـتزال  -  2

) Method of Reduction to an Ordinary Differential Equation (  

  متغیرات والقابلة للتكامل ةفي هذه الطر�قة تختزل معادلة �فاف التفاضل�ة في ثلاث  

P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz = 0     (2)   

  :)التعو�ض( معادلة تفاضل�ة عاد�ة في متغیر�ن وذلك �استخدام التحو�ل إلى

)29( z = x + ky             ومنهdz = dx +k dy 

   x, yنحصل على معادلة تفاضل�ة عاد�ة في متغیر�ن ) 2(التعو�ض في المعادلة �و  

)30(      P (x ,y ,k) dx + Q (x ,y ,k) dy = 0  

وهذه المعادلة التفاضل�ة العاد�ة في متغیر�ن یتم حلها �الطرق المعتادة المستعملة في 

و متجانسة أالمعادلات التفاضل�ة العاد�ة حسب نوع�ة وش�ل المعادلة سواء �انت تامة 

  .أخر� و أو معادلة برنولي أو خط�ة أ

 بدلا من معادلتینوهده الطر�قة تتطلب حل معادلة تفاضل�ة عاد�ة واحدة في متغیر�ن 

تكون  الأح�انمنها ولكن في �عض  أفضلوتعتبر نظر�ا  يتانافي طر�قة ن تفاضلیتین

صعو�ة من المعادلتین  أكثره الطر�قة ذالمعادلة التفاضل�ة الواحدة الناتجة من ه

  .)5( ناتانيالناتجتین من طرق 

ـــال  y) حل المعادلة  :6مثـــ + z)dx + (z + x)dy + (x + y)dz = 0  

zنفرض أن للتكامل و  المعادلة قابلة = x + ky  و�التعو�ض عنz ،dz   في المعادلة

  : الأصل�ة وتجم�ع الحدود المتشابهة نجد أن

(2x + 2y + ky)dx + (2x + kx + 2ky)dy = 0   
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بإحد� طرق حل تامة و�م�ن حلها  اد�ةعتفاضل�ة  معادلة يالناتجة ههذه المعادلة 

,U(x :هاحل و��ون ، المعادلات التامة y, k) = x² + 2xy + kxy + ky²   

���بـــــ   kو�التعر�ض عن 

�
  :نجد أن   

xy + xz + yz = c    وهو الحل المطلوب.  

ـــةالطـــرق ال: ثالثـــا ـــتم فیهـــا  التـــيو  :�ارمتر� و�جـــب تحدیـــد  حـــد المتغیـــرات ثابتـــاأ اخت�ـــاری

 ااخت�ــار  ولــ�س ســهلة التكامــل الناتجــةیجعــل المعادلــة  �ذالمتغیــر المناســب ل��ــون ثابتــا الــ

  .عشوائ�ا

لأنـه یـتم فیهـا تفاضـل  ،وسـمیت �طر�قـة الخدعـة: )Trick Method(طر�قـة الخدعـة  -1

ثابتـــا (حـــد المتغیـــرات �ـــارمترا أوفیهـــا یـــتم فـــرض  .الأصـــل�ةللرجـــوع للمعادلـــة  الأولالحـــل 

�ـــالطرق  X,Y الآخــر�نمتغیـــر�ن ال فــيتــم نحـــل المعادلــة الناتجـــة ، مـــثلا Zولــ��ن ) مؤقتــا

بـدلا مـن  Zلكن �أخذ الثابت الاخت�ار� دالـة فـي  التفاضل�ة العاد�ةمعادلة الالمعتادة لحل 

�المعادلـة  هنحصـل عل�ـه ونقارنـ الـذ�لحـل الكل�ـة لتفاضـلات الم نأخـذ ثـ ،�ونه ثابتا مطلقـا

علــى وتفشــل هـذه الطر�قــة عنـدما لا نحصــل  ،�ة المعطــاة �غ�ـة حســاب هـذه الدالــةالتفاضـل

  .في المتغیر المفروض ثابتا  الدالة

  dz = y z dx- 2x z dy+ 3 x y 0     حل المعادلة:   7مثال

  :حلها �طر�قة الخدعة�م�ن  المعادلة التفاضل�ة قابلة للتكامل و

    ya dx- 2xa dy= 0  :إلىوتص�ح المعادلة   dz =0ثابتة و�التالي  z=a نأنفرض 

 =  f(z)وحلها ��ون          
�

��  

dz       : fنأخذ التفاضلات الكل�ة للحل  ′(z) = 
�� ������ ��

��    

dz  f = 0         )31(ومنها    ′(z) y�- y dx − 2x dy  
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xy3  = f    :ن أنجد  الأصل�ة�المعادلة ) 31(المعادلة �مقارنة  ′(z) Zy� -  

��:        نحصل على f(z)الدالة  ولحساب

�
 =  �′(�)

�(�)
  

  Ln c   +ln z  3- = Ln f(z)  :نحصل على  z إلى�التكامل �النس�ة 

�

�� =
�

  وهو الحل المطلوب   ��

وهى امتداد لطر�قة الخدعة وتطو�ر  -: )Natani's Method(  يطـــر�ــــقة نـاتانــ -2

   P(x ,y, z) dx + Q(x ,y ,z) dy + R(x ,y ,z) dz = 0 )2( معادلةال أننفرض  ،لها

  .قابلة للتكامل

 ونحل المعادلة التفاضل�ة zول��ن حد المتغیرات الثلاثة ثابتاً أنعتبر   -1الخطوة 

    P dx + Q dy=0 في متغیر�ن الناتجة العاد�ة

    .ثابتة بدلالة المتغیر المحذوف دالةالذ� ��ون نحصل على الحل 

)32(     Q(x ,y ,z) = f(z)  

  حد المتغیر�ن الآخر�ن ثابت ول��نأنعتبر  f(z) لتحدید الدالة    -2الخطوة 

 x = α  ) نختار ق�مة  غال�ا ه الطر�قةذولت�س�� ه�حالة خاصة وα  6( ) 1أو 0 أما(   

   .جدیدةعاد�ة ونحصل على معادلة تفاضل�ة 

Q( α ,y ,z) dy + R( α ,y ,z) dz = 0   33(:  وحلها ��ون(      k (y, z) = c  

و�تم  )2(متكافئین و �مثلان حلا عاما للمعادلة )  33(و) 32( الحلان   -3الخطوة 

  f(z)من الحلین نحصل على الدالة  yوهو  الثالث ریتغالم حذف

للمعادلة  لنحصل على الحل العام) 32(في المعادلة  f(z)  الدالة نعوض � - 4الخطوة 

  )2(التفاضل�ة 
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  :8مثــــال

2xz(y المعادلة حل  − z)dx − z(x� + 2z)dy + y(x� + 2y)dz = 0   

 dz = 0ومنه  ثابت  zنعتبر : �استخدام طر�قة ناتانى المعادلة قابلة للتكامل و 

2xz(y − z)dx − z(x� + 2z)dy = 0   

  : الأول �حل المعادلة التفاضل�ة السا�قة نحصل على الحل   

)34(    �����

���
= φ(z)  

2z2dy−:�المعادلة الأصل�ة  x = 0نفرض  + 2y2dz = 0       

��� )35( :الثاني �عد فصل المتغیرات والتكامل ینتج الحل

��
= c          

φ(z): علىنحصل  منهما �yعد حذف المتغیر الحلان متكافئین و  =
2

cz
− 2    

  :ینتج  ) 34(في   φ (z)  �الدالة نعوض
�(���)

�²�����
= c   وهو الحل المطلوب  

و�تم استخدام �عض  :) Method Of Using The Proof ( استخدام البرهانطر�قة  -3

 Pdx + Q 0  حل المعادلة التفاضل�ة في 1 النظر�ة في الكافيلشر� ا برهانخطوات 

dy + R dz=   

�ما سب� في برهان شر� ( الحل البرهان في استخدام تلخ�ص خطوات طر�قةو�م�ن 

 أر�ع إلى )17و16و15و14و13 ( وف� المعادلات الكافي لقابل�ة المعادلة للتكامل

  :هيخطوات رئ�سة 

وتص�ح   dz = 0 إلىد� ؤ مما ی  Zحد المتغیرات ثابتا ول��ن أنعتبر : ولى الخطوة الأ

     :المعادلة على الصورة  

    P(x ,y, z) dx + Q(x ,y ,z) dy = 0  او��ون حله:    c U(x ,y ,z) =  
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�� :   حد المعادلتینأ من μنجد المعامل : الخطوة الثان�ة

��
= μP  ,     

��

��
= μQ       

تحق�  التيو  )x ,y(لا تحتو� على  والتي k (u ,z)نجد الدالة :" الخطوة الثالثة

  :المعادلة

k = μR −
��

��
   

��معامل المتغیر المفروض ثابتا و   هي Rحیث (

��
المشتقة الجزئ�ة �النس�ة للمتغیر   

 .)المفروض ثابتا

��     �حق� المعادلة �ذال الأصل�ةللمعادلة  نجد الحل العام: الخطوة الرا�عة

��
 +k =o  

   : معادلة قابلة للتكامل و حلها هي  dz z y z dy +x dx+ x z y =0المعادلة   :9مثال 

   y z dx+ x z dy= 0 التفاضل�ة  ونحل المعادلة     dz = 0 و�التالي  ثابتا zنضع 

  U(x ,y ,z) =x y = cحلها ��ون  الذ� 

من المعادلة  -
��

��
= μP      نجد انμ =  

�

�
      

k     ة      من المعادل - = μR −
��

��  
  K=x y= uنجد ان 

��  الحل العام ��ون بتكامل المعادلة -

��
 +u = o   

x y e� = c               وهو الحل المطلوب  

  : الخاتمة

وتعرفنا  ،في ثلاث متغیراتمعادلة �فاف التفاضل�ة له الورقة ال�حث�ة ذلقد تطرقنا في ه

�المعادلات تكامل�ة العلاقة و  خت�ار قابل�ة المعادلة للتكامللا والكافي الضرور� على الشر� 

 والتي متغیرات ةفي ثلاث معادلة �فاف التفاضل�ةل المختلفة شنا طرق الحلقناو  ،ةالتام التفاضل�ة

 والاختزال التحو�لطرق تعتمد على و  م�اشرة وسهلةطرق  ،نواعأثلاثة  إلىقسمت حسب نظرنا 

و�ذلك ، طرق الحل بخطوات برهان شر� قابل�ة المعادلة للتكامل حدأر�طنا و ، �ارمتر�ةطرق و 
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�ل الطرق  أنو�ینا ، والتحق� منه التفاضلات الكل�ة في �عض الطرق للتعرف على الحل دحأ

  :النقا� التال�ة�د على ؤ ن أنونر�د  .لكل طر�قة مثال�تقن�ات تكامل�ة تم توض�حها  إلىتحتاج 

 .م�اشرا الحل عندما تكون تامة ��ون القابلة للتكامل الحل العام لمعادلة �فاف التفاضل�ة  - 

تختزل  أنمعادلة �فاف التفاضل�ة في ثلاث متغیرات القابلة للتكامل �م�ن  الأح�انفي �عض  - 

  . و معادلتین تفاضلیتین عادیتینأمعادلة تفاضل�ة عاد�ة في متغیر�ن  إلى

اختزال  �قةطر  هيحد المتغیرات ثابتا أیتم فیها اعت�ار  والتي طر�قة ناتاني إن الأمرفي حق�قة  - 

في عادیتین معادلتین تفاضلیتین  إلىفاضل�ة من ثلاث متغیرات وتخف�ض لمعادلة �فاف الت

 .�سهل حلهما متغیر�ن

للمعادلات التفاضل�ة الجزئ�ة �صورة عامة ومعادلة �فاف  طرق الحل الأح�انغلب أ في   - 

معادلة  إلىفي ش�ل المعادلة التفاضل�ة  )التخف�ض(تعتمد على الاختزال  التفاضل�ة خاصة

  .لتغییر المتغیرات )التعو�ض( التحو�ل وأتفاضل�ة عاد�ة 

حد المتغیرات الثلاثة ثابتا في الطرق ال�ارمتر�ة ل�ست عمل�ة عشوائ�ة أ�ار تن عمل�ة اخإ - 

یجعل حل المعادلة التفاضل�ة العاد�ة الناتجة  والذ�و�جب تحدید المتغیر المناسب ل��ون ثابتا 

 .ي خطوات الطر�قةقسهلة الحل لیتم استكمال �ا

الأكثر صعو�ة  إلىالصع�ة  إلىه الطرق والانتقال من الطرق السهلة ذالتدرج في استخدام ه - 

 .تحل �أكثر من طر�قة �فاف التفاضل�ة ن �عض معادلاتأحسب المعادلة المعطاة و 
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