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 :الدلخص

ريلي و  –الورقة تم دراسة مسألة القيمة الحدية العادية من الرتبة الثانية بتطبيق الطرق الثلاثة  هفي ىذ     
على نفس المثال بفرض الحل كدالة تقريبية لمتعددة حدود من الدرجة  – رتز و اختيار النقاط و جاليركن

قة الثالثة والرابعة, ولاحظنا انو كلما زادت درجة الدالة التقريبية كلما زادت دقة النتائج المتحصل عليها, وطري
 طريقتي ريلي و رتز و جاليركن هما الأفضل في الدقة.أما اختيار النقاط سهلة التطبيق 

 طريقة جاليركن -طريقة اختيار النقاط -ورتز ريلي طريقة -مسألة القيمة الحدية :ات الدفتاحيةالكلم
 

Solve the boundary value problem 
ZAYNAB NOURI BN SALEEM                                          SUMAIA RAJAB RAFIEDA 

FACULTY OF EDUCATION- MISURATA UNIVERSITY 
Abstract: 
This paper studies the boundary value problem from the second order, using 

three methods ; Rayleigh-Ritz method, collocation method, and Galrekin – at 
the same example suppose the solution is approximate function for 
polynomial function of third and fourth degree, we noted that, when the 
degree increased the accuracy increased too, the collocation method is easy to 

apply, and Rayleigh-Ritz method and Galerkin methods are better accuracy. 

Keywords :boundary value problem- The  Rayleigh – Ritz  Method- The 

collocation method- The Galerkin method 
  :الدقدمة

مسائل القيم الحدية تظهر عند معالجة بعض المسائل الفيزيائية والهندسية وغيرىا من العلوم, ولكن قد 
 يصعب حلها تحليلياً وبالتالي يجب استخدام طرق عددية لإيجاد قيم تقريبية لحل ىذه المسائل.

طريقة وىي طريقة ريلي ورتز وطريقة اختيار النقاط و  العددية الطرقىذا البحث يهتم بدراسة بعض 
  .جاليركن
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 boundary value problem الحدية  القيمة مسألة (1

),,(,)1(المعادلة التفاضلية                   bxayyxfy  
                    مع الشرطين الحدين:  ,:)(,)( ayby 

 تسمى مسألة قيمة حدية 
 

 ( The  Rayleigh – Ritz  Method)  ورتز ريلي طريقة (2

 بتركيب الحل بتقريب الحدية القيمة مسألة تحل الطريقة بهذه التغاير, حسبان على تعتمد الطريقة ىذه   
 . معينة شروط تحقق بسيطة أساسية دوال من نهائي خطي
],[ الفترة على الثانية الرتبة من خطية حدية قيمة مسألة نعتبر الآن ba : 
)1()(,)(,)()(   byayxFyxQy

 
 ( ىي :1الدالية المناظرة للمعادلة )

)2(]2)[(][ 22

 

b

a

dxFuQu
dx

du
uI 

 -التالية : الفكرة على تعتمد ورتز ريلي طريقة
 : التالية الصورة على xy)( الفعلي للحل تقريب وىي xu)( أن نفرض

)3()()()()()(
0

1100 



n

i

iinn xvcxvcxvcxvcxu  

10 حيث c 
 ( :3) المعادلة في v على شرطان يوجد

 الحديين الشرطين تحقق xu)( بحيث iv اختيار يجب (1
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ni حيث iv الأساسية الدوال (2 ,,2,1,0  الدوال خطياً  مستقلة تكون أن يجب iv 
ni حيث ,,2,1,0  العوامل وتختار  تجريبية دوال تسمى ic و iv لجعل )(xu 
 ( .1) للمعادلة الفعلي للحل جيد تقريب

 أفضل بصورة iv اختيار يمكن فإنو xy)( الفعلية الدالة عن المسبقة المعلومات بعض ينادل كان إذا
 إيجاد يجب.  حدود متعددات استخدام ىو المعتاد والاختيار معلومات توجد لا عادة xy)( لتمثيل
 بهذه للقيام( 2) في الدالية تستخدم , xy)( من جدا قريبة xu)( لجعل ic قيم لتحديد طريقة
 . المهمة

 : على نحصل( 2) في( 3) المعادلة في كما xu)( عن عوضنا إذا

)4(]2

))(())([(),,,,( 2

0

2

0

210

dxvFc

xvcQxvc
dx

d
ccccI

ii

b

a

n

i

ii

n

i

iin



  




ni حيث ic العوامل في عادية دالة I أن لاحظ    ,,2,1,0   ,القيمة لإيجاد 
 وتكون الصفر تساوي ونجعلها ic وسيط لكل بالنسبة  الجزئية المشتقات نأخذ I[.] للدالية الصغرى

 ( . 3) المعادلة في xu)( يعرف ىذا.  حلها يمكن التي ic في المعادلات من فئة النتيجة
 : على نحصل الوسيطات احدى وىي ic لـ بالنسبة الجزئية المشتقات أخذنا إذا 

 


















b

a i

b

a i

b

a ii

dx
c

u
Fdx

c

u
Qudx

dx

du

cdx

du

c

I
)5(022)()(2 

0)( الأساسية الدالة   xv يلي كما إيجادىا ويمكن الحديين الشرطين وتحقق خطية : 
dxcxv )(0 

 : أن نجد الحديين الشرطين وبتطبيق

)6()(0 x
ba

a
ba

xv











 

 : التاليتين الصيغتين احدى يأخذ الحدية القيمة لمسألة التقريبي الحل
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)7()()()()(

)()())(()()(

3

3

2

210

bxaxcbxaxc

bxaxcbxaxcxvxu

n

n 




 

 أو  

)8())(())((

))(())(()()(

3

3

2

210

n

n bxaxcbxaxc

bxaxcbxaxcxvxu







 
0)( حيث xv (6) بالمعادلة معرفة 

 : على نحصل( 5) المعادلة في بالتعويض( 3) من

)9(0))()((2

))())(()()()()((2

))())(()()()((2

110

110
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innii

b

a

innii

i

dxxvxF

dxxvxvcxvcxvcxvxQ

dxxvxvcxvcxvcxv
c
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 1مثال

4,)0(0,)1(2 : الحدية القيم مسألة حل اوجد  yyxyy 

:              حيث أن الحل الفعلي 
414

7 22

4

2 x
ee

e

e
y xx 










 

 

  الحل
 -:الصورةعلى  التقريبي الحل أن للحصول على متعددة حدود من الدرجة الثالثة نفرض -1

)()()()( 22110 xvcxvcxvxu  
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0)( حيث xv على نحصل( 6) العلاقة في والتعويض الحدين الشرطين تحقق : 
xxv 2)(0  

0)0(0      أن لاحظ v       ,2)1(0 v 
 : يكون المسألة ىذه حل( 7) من

)1()0()1)(0(2)( 2

21  xxcxxcxxu 
 . للمسألة الحديين الشرطين يحقق التقريبي الحل ىذا

 : واضح أن
23

2

2

10 )(,)(,2)( xxxvxxxvxxv  
xxxvxxvxv 23)(,12)(,2)( 2

210  
 : على نحصل( 9) في ومشتقاتها xvi)( عن وبالتعويض

0))((2

))()()(2)(4(

)12)()23()12(2(
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2
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2

1
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)1(524 21  cc 
 

وبالمثل
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0))((

))()()(2)(4(

)23)()23()12(2(
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23
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2

1

0

2

2

2
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dxxxx

dxxxcxxcxxx
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)2(1477298 21  cc  
 : التالية المنظومة على نحصل( 2( , )1) المعادلتين من

1477298

524

21

21





cc

cc
 

 : على نحصل المنظومة ىذه حل وبعد
065217391.1717391304.0 21  cc 

 حل المسألة المطلوبة يكون :
)(065217391.1)(717391304.02)( 232 xxxxxxu  

 الحل العددي على الصورة :للحصول على متعددة حدود من الدرجة الرابعة نفرض ان   -2
)()()()()( 3322110 xvcxvcxvcxvxu  

 : يكون المسألة ىذه حل( 7) من
)1()0()1()0()1)(0(2)( 3

3

2

21  xxcxxcxxcxxu 
 . للمسألة الحديين الشرطين يحقق التقريبي الحل ىذا

 : واضح أن

34

3

23

2

2

10

)(,)(

)(,2)(

xxxvxxxv

xxxvxxv





 

 ىكذا
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23

3

2

2

10

34)(,23)(

12)(,2)(

xxxvxxxv

xxvxv





 

 : على نحصل( 9) في ومشتقاتها xvi)( عن وبالتعويض

)1(2455898196 321  ccc 
  وبالمثل
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)2(147527298 321  ccc 
وبالمثل
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0))((

))()()()(2)(4(

)34)()34()23()12(2(

1
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3
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1
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3
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1
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dxxxcxxcxxcxxx

dxxxcxxcxxcx
c

I

 
)3(147647887 321  ccc

 

 : التالية المنظومة على نحصل( 3( , )2( , )1) المعادلات من

147647887

147527298

2455898196

321

321

321







ccc

ccc

ccc

 

 : على نحصل المنظومة ىذه حل وبعد
399456521.0,66576089.0,7989130.0 321  ccc 

 حل المسألة المطلوبة يكون :
 
 
 

  المقارنة بين الحل الفعلي والحلين العدديين (1( جدول

 الحل الفعلي
الحل العددي بفرض دالة كثيرة 

 حدودمن الدرجة الرابعة 
الحل العددي بفرض دالة كثيرة حدود 

الثالثةمن الدرجة   x 

0 0 0 0 
2146833120. 1746471120. 5847826120. 0.1 

192512480. 313052480. 5113043420. 0.2 
1923493820. 7356073820. 239133820. 0.3 

)(399456521.0

)(66576089.0)(7989132)(

34

232

xx

xxxxxxu
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8520895520. 9008706520. 5565217520. 0.4 
4748969200. 8560869200. 87560. 0.5 

833169870. 7878271870. 4434782870. 0.6 
84641.093 2573461.093 2760871.09 0.7 

2376411.346 0521811.346 88695651.34 0.8 
46314241.64 50508191.64 91521741.64 0.9 

2 2 2 1 
يتوافق مع الحل  ( الثالثة) بفرض دالة كثيرة حدود من الدرجة  ان الحل العددي (1)نلاحظ من الجدول 

 ( الرابعةالحل العددي ) بفرض دالة كثيرة حدود من الدرجة الفعلي من رقم إلى ثلاثة ارقام معنوية بينما 
 يتوافق مع الحل الفعلي من رقم إلى اربعة ارقام معنوية احيانا .

 (The collocation methodطريقة اختيار النقاط )  (3
 للمعادلة الأيسر الطرف وىو xR)( الباقي بتعريف وتبدأ( اقيالب)طريقة  تسمى النقاط اختيار طريقة

 . للمعادلة الأيمن الطرف ناقص التفاضلية
)1()()( xFyxQy  

 أو بمعنى أخر 
)2()()()( xFyxQyxR  

 عادة تكون وىي (Trial functions) الأساسية الدوال مجموع يساوي الطريقة ىذه في العددي الحل
 العددي الحل ويكتب (Rayleigh – Ritz) ورتز ريلي طريقة في كما خطياً  مستقلة حدود متعددة

 :التالية الصورة على
)3()()()()( 110 xvcxvcxvxy nn  

],[ الفترة في نقاط اختيار ويتم( 2) المعادلة في( 3) العددي الحل عن يعوض ba لجعل  
)4(0)( xR 

  الطريقة ىذه يوضح التالي المثال, المجهولة العوامل عدد يساوي النقاط عدد حيث  
 2مثال
  1في المثال  الحدية القيمة مسألة حل أوجد
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  الحل
 - :التقريبي الحل أن للحصول على متعددة حدود من الدرجة الثالثة نفرض -1

2

23

1

2

2

21

)()(2

)1()0()1)(0(2)(

cxxcxxx

xxcxxcxxy





 
2

2

1 )23()12(2)( cxxcxxy  
21 )26()2()( cxcxy  

 الباقي يكتب كما يلي:

xcxxxcxx

xFyxQyxR

7)2644()244(

)()()(

2

23

1

2 


 

 : التالية المعادلات منظومة على نحصل 85.0,15.0xإذا اختارنا النقاط 

95.55335.351.2

05.10235.151.2

21

21





cc

cc
 

 : على نحصل المنظومة ىذه حل بعد
075268817.1,856787902.0 21  cc 

 الحل العددي يكون
)(075268817.1)(856787902.02)( 232 xxxxxxy  
 دالة كثيرة حدود من الدرجة الرابعة يمكن فرض الحل العددي على الصورة التالية:للحصول على  -2

3

34

2

23

1

2

3

3

2

21

)()()(2

)1()0()1()0()1)(0(2)(

cxxcxxcxxx

xxcxxcxxcxxy





 
3

23

2

2

1 )34()23()12(2)( cxxcxxcxxy  
3

2

21 )612()26()2()( cxxcxcxy  
 الباقي يكتب كما يلي :
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xcxxxx

cxxxcxx

xFyxQyxR

7)61244(

)2644()244(

)()()(

3

234

2

23

1

2







 

  التالية المعادلات منظومة على نحصل 9.0,5.0,06.0xإذا اختارنا النقاط 

3.66116.4724.336.2

5.325.05.13

42.031598784.0626464.1256.2

321

321

321







ccc

ccc

ccc

 

 : على نحصل المنظومة ىذه حل بعد
386224.0,723866.0,772548.0 321  ccc 

 المقارنة بين الحل الفعلي والحلين العدديين( 2) جدول

الحل العددي بفرض دالة كثيرةحدود  الحل الفعلي
 من الدرجة الرابعة 

الحل العددي بفرض دالة كثيرة حدود 
 x  الثالثةمن الدرجة 

0 0 0 0 
 

2146833120. 3475394120. 1321166910. 0.1 

481925120. 5054848720. 2850533320. 0.2 
2192349380. 4555105380. 5233260530. 0.3 
8520895520. 9797982520. 0.491145097 0.4 
2047489690. 1546672690. 5139442260. 0.5 
833169870. 6037981870. 3953219380. 0.6 
384641.09 04751041.09 620100241.0 0.7 

62376411.34 30284861.34 252795271.3 0.8 

)(386224.0)(723866.0

)(772548.02)(

3423

2

xxxx

xxxxy
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46314241.64 28353941.64 357923151.6 0.9 
2 2 2 1 

يتوافق مع الحل  (الثالثة)بفرض دالة كثيرة حدود من الدرجة  ان الحل العددي (2)نلاحظ من الجدول 
يتوافق  (الرابعةالحل العددي )بفرض دالة كثيرة حدود من الدرجة الفعلي من رقم إلى رقمين معنويين بينما 

 مع الحل الفعلي من رقم إلى ثلاثة ارقام معنوية احيانا.
 

 (The Galerkin methodطريقة جاليركن ) (4
 اختيار طريقة وتشبو والجزئية العادية التفاضلية المعادلات حل في واسع نطاق على الطريقة ىذه تستخدم   

 xR)( يضرب الطريقة ىذه في ولكن(  الباقي)  xR)(    تستخدم أنهاأي  الباقي طريقة فهي النقاط
xWi)( الوزن بدوال

 . 
 ملائمة, بعد وزن دوالتعتبر  الدوال الاساسية أن يبين جاليركن. طرق بعدة اختيارىا يمكن الوزن دوال

],[  الفترة على التكامل بأخذ المجهولة العوامل تحسب الوزن دوال اختيار ba ومساواتو الموزون للباقي 
 بالصفر

)1(,,2,1,0,0)()( nidxxRxW

b

a

i  

)()(  حيث xvxW ii  التالي المثال نعتبر الطريقة ىذه لتوضيح 
 

 3مثال 
 1في المثال  الحدية القيمة مسألة حل أوجد
 الحل

 :التقريبي الحل أن للحصول على متعددة حدود من الدرجة الثالثة نفرض -1

)()()( 22110 xvcxvcxvy  
0)(  حيث xv التالية : الصورة على كتابتها ويمكن الحديين الشرطين تحقق خطية دالة  

baxxv )(0 
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 :أن نجد الحديين الشرطين بتطبيق
2)1(,0)0( 00  avbv 

xxv 2)(0  
 :كمايلي كتابتو يمكن وبالتالي الحديين الشرطين يحقق التقريبي الحل

2

23

1

2

2

21

)()(2

)1()0()1)(0(2)(

cxxcxxx

xxcxxcxxy





 
2

2

1 )23()12(2)( cxxcxxy  
21 )26()2()( cxcxy  

 يكون: xR)( الباقي 
xyyxR  4)( 

 
 

)2(7)2644()244(

)()(24)26()2()(

2

23

1

2

2

23

1

2

21

xcxxxcxx

xcxxcxxxcxcxR




 

)(,)( الأساسية ىي:الدوال  232 xxxx  

12  العوامل لإيجاد , cc يلي كما الموزون للباقي تكاملات إجراء يتطلب: 

 

1

0

2 )3(0))(( dxxxxR 

 

1

0

23 )4(0)()( dxxxxR 

 (4و )( 3في المعادلات )( 2من ) xR)(بالتعويض عن  

0)](7

)2644()244[(

2

1

0

2

23

1

2





dxxxx

cxxxcxx
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)1(524 21  cc

 

 (4) المعادلات في xR)(  عن بالتعويض وبالمثل

 

1

0

23

2

23

1

2 0)(]7)2644()244[( dxxxxcxxxcxx 

)2(1477298 21  cc

 

 : التالية المنظومة على نحصل( 2( , )1) المعادلتين من

1477298

524

21

21





cc

cc
 

 :على نحصل المنظومة ىذه حل وبعد
065217391.1,7173913121.0 21  cc 

  حل المسألة المطلوبة يكون:

)(065217391.1

)(7173913121.02)(

23

2

xx

xxxxu




 

 للحصول على متعددة حدود من الدرجة الرابعة يمكن فرض الحل العددي على الصورة:-2
)()()()( 3322110 xvcxvcxvcxvy  

 :كما يلي كتابتو يمكن وبالتالي الحديين الشرطين يحقق التقريبي الحل

2

34

2

23

1

2

3

2

2

21

)()()(2

)1()0()1()0()1)(0(2)(

cxxcxxcxxx

xxcxxcxxcxxy





 
3

23

2

2

1 )34()23()12(2)( cxxcxxcxxy  
3

2

21 )612()26()2()( cxxcxcxy  
 يكون : xR)(الباقي 

xyyxR  4)( 
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)2(7)61244(

)2644()244()(

3

234

2

23

1

2

xcxxxx

cxxxcxxxR





 
  الدوال الأساسية ىي :

)(,)(,)( 34232 xxxxxx  
123 العوامل لإيجاد ,, ccc يلي كما الموزون للباقي تكاملات إجراء يتطلب : 

 

1

0

2 )3(0))(( dxxxxR 

 

1

0

23 )4(0)()( dxxxxR

 

 

1

0

34 )5(0)()( dxxxxR 

 (5( و )4و )( 3في المعادلات )( 2من ) xR)( بالتعويض عن 

0)](7)61244(

)2644()244[(

2

3

234

1

0

2

23

1

2





dxxxxcxxxx

cxxxcxx

 

 :وبعد إجراء العمليات التكاملية

 )1(2455898196 321  ccc

 

 (4) المعادلات في xR)(  عن بالتعويض وبالمثل
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0)(]7)61244(

)2644()244[(

23

3

234

1

0

2

23

1

2





dxxxxcxxxx

cxxxcxx

 وبعد إجراء العمليات التكاملية:
)2(147527298 321  ccc 

 (5) المعادلات في  xR)(  عن بالتعويض وبالمثل

0)(]7)61244(

)2644()244[(

34

3

234

1

0

2

23

1

2





dxxxxcxxxx

cxxxcxx

 
 وبعد إجراء العمليات التكاملية:

)3(147647887 321  ccc

 

 : التالية المنظومة على نحصل( 3( , )2( , )1) المعادلات من

147647887

147527298

2455898196

321

321

321







ccc

ccc

ccc

 

 : على نحصل المنظومة ىذه حل وبعد
399456521.0,66576089.0,7989130.0 321  ccc 

 حل المسألة المطلوبة يكون :

)(399456521.0

)(66576089.0)(7989132)(

34

232

xx

xxxxxxu
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 المقارنة بين الحل الفعلي والحلين العدديين  (3) جدول

الحل العددي بفرض دالة كثيرة  الحل الفعلي
 حدود من الدرجة الرابعة 

الحل العددي  بفرض دالة كثيرة 
 x  الثالثةحدود من الدرجة 

0 0 0 0 
2146833120.  1746471120. 5847826120. 0.1 

192512480. 313052480. 5113043420. 0.2 
1923493820. 7356073820. 239133820. 0.3 

8520895520. 9008706520. 5565217520. 0.4 
4748969200. 8560869200. 87560. 0.5 

833169870. 7878271870. 4434782870. 0.6 
84641.093 2573461.093 2760871.09 0.7 

2376411.346 0521811.346 88695651.34 0.8 
46314241.64 50508191.64 91521741.64 0.9 

2 2 2 1 
يتوافق مع الحل  ( الثالثة) بفرض دالة كثيرة حدود من الدرجة  ان الحل العددي (3)نلاحظ من الجدول 

 ( الرابعةالحل العددي ) بفرض دالة كثيرة حدود من الدرجة الفعلي من رقم إلى ثلاثة ارقام معنوية بينما 
 يتوافق مع الحل الفعلي من رقم إلى اربعة ارقام معنوية احيانا .

 مقارنة بين الخوارزميات ) ريلي رتز , اختيار النقاط , جاليركن ( (5
  من حيث سهولة التطبيق نجد أن طريقة اختيار النقاط ىي الاسهل لأنها لا تتطلب اجراء

الدالية المناظرة للمعادلة التفاضلية ثم تليها طريقة تكاملات قد يصعب ايجادىا ولا تتطلب ايجاد 
حيث تعتمد على ايجاد التكاملات ولا تتطلب ايجاد الدالية المناظرة للمعادلة التفاضلية  جاليركن

الدالية وبالتالي فإن طريقة ريلي رتز تعتبر ىي الاصعب لأنها تعتمد على اجراء تكاملات و ايجاد 
 . المناظرة للمعادلة التفاضلية

 ىده الطرق الثلاثة باستخدام متعددة  من حيث دقة النتائج فمن المثال يمكن المقارنة بين نتائج
 حدود من الدرجة الرابعة .
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 ة الثلاثة السابقةالعددي ولالمقارنة بين الحل الفعلي والحل (4) جدول
 x جاليركن اختيار النقاط ريلي رتز الحل الفعلي

0 0 0 0 0 
2146833120. 1746471120. 3475394120. 1746471120. 0.1 

192512480. 313052480. 5054848720. 313052480. 0.2 
1923493820. 7356073820. 4555105380. 7356073820. 0.3 

8520895520. 9008706520. 9797982520. 9008706520. 0.4 
4748969200. 8560869200. 1546672690. 8560869200. 0.5 

833169870. 7878271870. 6037981870. 7878271870. 0.6 
84641.093 2573461.093 04751041.09 2573461.093 0.7 

2376411.346 0521811.346 30284861.34 0521811.346 0.8 
46314241.64 50508191.64 28353941.64 50508191.64 0.9 

2 2 2 2 1 
رتز و نجد أن طريقة ريلي  –بمقارنة الحل الفعلي مع الحلول العددية باستخدام الطرق الثلاث 

جاليركن تعطي نفس النتائج وبالتالي فهي تعطي نفس الدقة من رقمين إلى اربعة ارقام معنوية , و 
 طريقة اختيار النقاط تعطي دقة اقل .
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