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 انًهخص

فٟ تؼذ٠ٓ ٘زٖ اٌٛسلح اٌثؽص١ح دساعح طش٠مح اٌشثىر١ٓ ٌؽً اٌّؼادلاخ اٌرفاض١ٍح اٌعضئ١ح إٌالظ١ح  ذرٕاٚي 

اٌطشق اٌرىشاس٠ح الأعاع١ح تاعرخذاَ طش٠مح اٌفشٚق إٌٙائ١ح، ؼ١س ٠ٕرط ػٓ رٌه ٔظاَ خطٟ ٠رُ ؼٍٗ ت

اٌرىشاس٠ح تٙذف ذغش٠غ ػ١ٍّح  قشُ ذطُثَّك طش٠مح اٌشثىر١ٓ ػٍٝ ٘زٖ اٌطش ،( SORع١ذي، ظاٚط)

ِٓ ؼ١س SORوّا ع١رُ إظشاء ِماسٔح ػذد٠ح ت١ٓ طش٠مح اٌشثىر١ٓ ٚطش٠مرٟ ظاٚط ع١ذي ٚ ،اٌرماسب

عشػح اٌرماسب، ٚػذد اٌرىشاساخ اٌّطٍٛتح، ٚدلح اٌؽً اٌؼذدٞ، ٚرٌه لإتشاص وفاءج طش٠مح اٌشثىر١ٓ فٟ 

 ؼً الأٔظّح اٌخط١ح.

 ١ٍ٘ع١ح، اٌفشٚق إٌٙائ١ح، طش٠مح اٌشثىر١ٓ.لإاٌّؼادلاخ اانكهًات انًفتاحية: 

Two- Grid Method for Solving Elliptic Partial Differential Equations and its 

Seidel and SOR Methods–Comparison with Gauss 

Sumaia Salem Altajouri                         Zieneb Ali Elshegmani 

s.altajouri@edu.misuratau.edu.lyz.elshegmani@edu.misuratau.edu.ly                
Faculty of Education, Misurata University, Misurata, Libya 

Abstract 

 This paper investigates the two-grid method for solving elliptic partial differential 

equations using the finite difference method, which leads to a linear system that is 

solved by the Gauss–Seidel and Successive Over-Relaxation (SOR) methods. The 

two-grid method is then applied to these iterative schemes in order to accelerate the 

convergence process. A numerical comparison is carried out between the two-grid 

method and the Gauss–Seidel and SOR methods in terms of the convergence rate, 

number of iterations, and accuracy of the numerical solution, in order to demonstrate 

the efficiency of the two-grid method in solving linear systems. 

Keywords: Elliptic equations, finite differences, two-grid method. 

 انًمذية:  .1

اٌظٛا٘ش أُ٘ الأدٚاخ اٌش٠اض١ح اٌّغرخذِح فٟ اٌؼذ٠ذ ِٓ ذؼُذّ اٌّؼادلاخ اٌرفاض١ٍح اٌعضئ١ح ِٓ  

ً أرماي اٌؽشاسج، أرشاس اٌّٛظاخ، ٚؼشوح اٌّٛائغ. ٚٔظشًا ٌظؼٛتح اٌؽظٛي  حاٌف١ض٠ائ١ ٚإٌٙذع١ح، ِص
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اعرخذِد اٌطشق اٌؼذد٠ح ٌٍؽظٛي ػٍٝ ؼٍٛي ٌٙزا دل١مح ٌّؼظُ ٘زٖ اٌّؼادلاخ،  ؼٍٛي ذؽ١ٍ١ٍحػٍٝ 

 دل١مح.ذمش٠ث١ح 

٘زٖ اٌطشق، طش٠مح اٌفشٚق اٌّؽذدج ذؼرثش ٚع١ٍح فؼّاٌح ٌرؽ٠ًٛ اٌّؼادلاخ اٌرفاض١ٍح اٌعضئ١ح ِٚٓ أُ٘ 

ع١ذي ٚطش٠مح  طش٠مح ظاٚط :إٌٝ أٔظّح خط١ح وث١شج، ٚاٌرٟ ٠رُ ؼٍٙا تاعرخذاَ طشق ذىشاس٠ح ِصً

 .، سغُ ِا ذؼا١ٔٗ ِٓ تظء فٟ اٌرماسب ػٕذ اعرخذاَ شثىاخ دل١مح(SOR) اٌّرراٌٟ الاعرشخاء

ظٙشخ طش٠مح اٌشثىر١ٓ وأؼذ الأعا١ٌة اٌفؼّاٌح ٌرغش٠غ ذماسب اٌؽً، ؼ١س ذؼرّذ ػٍٝ  ٟ ٘زا اٌغ١اقف

ً ػٍٝ شثىح أدق، ِّا ٠ؤدٞ إٌٝ ذم١ًٍ ػذد اٌرىشاساخ  ٟ ػٍٝ شثىح خشٕح شُ ذظؽ١ػ ٘زا اٌؽ ً ذمش٠ث ؼ

 .ٚذؽغ١ٓ اٌىفاءج اٌؽغات١ح

ػٕذ ٚضغ الأعظ الأٌٚٝ ٌطشق  (Brandt 1977) ِٚٓ أُ٘ اٌذساعاخ فٟ ٘زا اٌّٛضٛع، ِا لذِّٗ

ِرؼذدج اٌشثىاخ، ؼ١س ت١ّٓ أْ ٔمً اٌّؼٍِٛاخ ت١ٓ اٌشثىاخ اٌخشٕح ٚاٌذل١مح ٠غاُ٘ فٟ ذغش٠غ اٌرماسب 

تذساعح اٌخظائض إٌظش٠ح  (Wesseling 1995)ٚ (Hackbusch 1994) وّا لاَ ،تشىً وث١ش

 اسب لا ٠ؼرّذ ػٍٝ ؼعُ اٌشثىحٌطش٠مح اٌشثىر١ٓ ٚطشق ِرؼذدج اٌشثىاخ، ٚأشثرٛا أْ ِؼذي اٌرم

 (Trottenberg 2000) ، ٚ٘ٛ ِا ٠ؼُذ ١ِضج أعاع١ح ٌٙزٖ اٌطشق، فٟ تذا٠ح الأٌف١ح عاُ٘(h)ل١ّح

 .ٚآخشْٚ فٟ ٔشش ورة ِشظؼ١ح ذٕاٌٚد طش٠مح اٌشثىر١ٓ تاٌرفظ١ً

 –ٌؽً ِؼادلاخ الأرشاس ( طش٠مح شثىرChen and Zhang 2023ٓ١) لذَ اٌؽذ٠صحٚفٟ اٌذساعاخ  

س اٌ ّٛ ّٛظح اٌىغش٠ح غ١ش اٌخط١ح شٕائ١ح اٌثؼذ، ٚأظٙشخ ٔرائعُٙ دلح ػا١ٌح ٚذماستاً عش٠ؼًا. وّا ط

(5252Wang )ْٚطش٠مح اٌؼٕاطش اٌّؽذدج ٌؽً ِؼادٌح ششٚد ٔغش  خٛاسص١ِح ٚآخش َ ٓ تاعرخذا شثىر١

لرشؼد دساعح اٌض١ِٕح شٕائ١ح اٌثؼذ، ٚأشثرٛا وفاءج اٌطش٠مح ِٓ ؼ١س الاعرمشاس ٚاٌذلح اٌؼذد٠ح، وّا ا

(Stolk 2025 طش٠مح اٌشثىر١ِٓ اٌّؽغٕح ٌّؼادٌح ١ٌٍّ٘ٙٛرض تاعرخذاَ اٌؼٕاطش إٌٙائ١ح، ذظٙش فؼا١ٌح )

 ٚدلح ػا١ٌح فٟ ؼً اٌّؼادلاخ اٌرفاض١ٍح اٌّؼمذج.

   Grid structure))(Fulton et. all 1986)انشثكة هليكم  .2

 :انشثكة ف  تعذ ماحذ 

ٛ ذمغ١ُ اٌّعاي اٌخطٟ  ٘Ω=[a,b] ( إٌٝ أظضاء ِرغا٠ٚح اٌطٛيh ًؼ١س وً ٔمطح ِٓ ٔماط اٌشثىح ذّص )

:ٟ  والاذ

                                

   
   

 
 ٚ  ػذد الأظضاء.  طٛي خطٛج اٌشثىح 
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 ( يوضح شثكة انفرمق انُاائية ف  تعذ ماحذ1نشكم )ا

 :ٍ  انشثكة ف  تعذي

 ً ُ اٌّعاي اٌّغرط١ ٛ ذمغ١ ٘[a,b] ×[c,d]  =Ω  إٌٝ شثىح ِٓ اٌّشتؼاخ راخ خطٛجh   h    ًؼ١س و

ً وا ٟ:٢ٔمطح ِٓ ٔماط اٌشثىح ذّص  ذ

h  
   

N 
            h  

   

N 
 

(     )  (           )          N            N  

 
 ( يوضح شثكة انفرمق انُاائية ف  تعذي2ٍانشكم )

 (5252ٚاٌراظٛسٞ، )اٌشمّأٟ  (Stencil) الإيتُسم .3

 :الإيتُسم ف  تعذ ماحذ 

ً تظفح ػاِح ٌٍٕمطح   hدإرا وأ ٟ اٌشثىح، فئْ الإعرٕغ ٓ إٌماط ف ٟ اٌّغافح ت١ ٘x  ٍٝػ ْ فٟ اٌشثىح ٠ىٛ

      h= [……S-1   S0   S1……][Sk]  اٌظ١غح

 ٓ ٟ ِعّٛػح دٚاي اٌشثىح ذؽذد تٛاعطح:     (x)ٚ        ٌرى  فئْ اٌؼٛاًِ ف

[  ]   ( )  ∑    (   h)

 

 

 لإا:ٍ  يتُسم ف  تعذي

 ٟ ٓ ٔماط اٌشثىح ٘ ً yتإٌغثح ٌّؽٛس x ٚ h2تإٌغثح ٌّؽٛس h1 إرا وأد اٌّغافح ت١  ، فئْ الإعرٕغ
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ٝ اٌظ١غح:x,yتظفح ػاِح ٌٍٕمطح )  ( فٟ اٌشثىح ٠ىْٛ ػٍ

 [     ]    
 

[
 
 
 
 

   
               
               
                    

   ]
 
 
 
 

 (     )    

     ٌرىٓ

            ٚ (   )       (   ) 

ً فٟ ِعّٛػح دٚاي اٌشثىح ذؽذد تٛاعطح:  فئْ اٌؼٛاِ

[     ]    
     (   )  ∑            (    h      h )

    

 

ً اٌؼذدٞ، تإٌظش إٌٝ اٌشثىح اٌّشتؼح راخ اٌثؼذ أٚ اٌثؼذ٠ٓ، ٠ىْٛ  ٌٕمطح  عرٕغً إٌماط إٌّر١ٙحإفٟ اٌرؽ١ٍ

 ٓ ً ِىْٛ إفٟ اٌشثىح ػثاسج ػ ُ اعرخذاِٗ ٌىراتح ذمش٠ة عرٕغ ِٓ إٌمطح ٔفغٙا ِغ إٌماط اٌّعاٚسج ٌٙا. ٠ٚر

 اٌفشٚق اٌّؽذدج ٌٍّشرماخ ػٕذ ٔماط اٌشثىح.

 (5222٘ة اٌش٠ػ ) انفرمق انُاائية مانًعادلات الإهلهيجية .4

 (، ١ٌٍّ٘ٙٛرضPoisson)تٛاعْٛ ، (Laplace)١ٍ٘ع١ح ِؼادلاخ لاتلاط لإا خأشٙش اٌّؼادلآِ 

 (Helmholtz) :ٟ  ٚذىرة وّا ٠ٍ

 ِؼادٌح لاتلاط:

      
:ْ  ِؼادٌح تٛاعٛ

     (   ) 
 ِؼادٌح ١ٌٍّ٘ٙٛرض:

     (   )  (   ) 
 ْ:إؼ١س    

   
  

   
 
  

   
 

إرا طثمٕا اٌفشق اٌّشوضٞ ِٓ اٌذسظح اٌصا١ٔح ػٍٝ ِؼادٌح تٛاعْٛ ٠ّىٓ اٌؽظٛي ػٍٝ ِؼادٌح اٌفشٚق 
 اٌرا١ٌح:

 

h 
( (  h  )  (  h  )  (    h)   (    h)    (   ))   (   ) 

o(h٘زٖ اٌّؼادٌح ِٓ اٌشذثح اٌصا١ٔح 
2
 :ٌرش١ِض اٌراٌٟػٕذ وً ٔمطح داخ١ٍح ٚتاعرخذاَ ا (

Ui, j=U (x, y), Ui+1, j =U (x+h, y), Ui, j+1=U (x, y+h), Ui-1, j=U (x-h, y) 

Ui, j-1=U (x, y-h)   



Scient ific Jou rna l  of Fa cu lt y  of Edu ca t ion , Misu ra t a  Univ ersit y , Liby a   
Pu blish ed Online 

 (  01/ انعذد  )     (13) انًجهة انعهًية نكهية انترتية، جايعة يصراتة / انًجهذ
 ISSN: 2710-4141 Online:   

 22/01/2026تاريخ انُشر:                                        6/01/2026تاريخ انمثول:                                    2025 /20/11تاريخ انتمذيــى :

 
 
 

582 
 

:ٟ  ٠ّىٓ إػادج ط١اغح اٌّؼادٌح اٌغاتمح واٌراٌ
 

h 
(                                 )   (     ) 

           

 ٔرؽظً ػٍٝ ِؼادٌح لاتلاط.    g( x,y )  0= ٚػٕذِا
 ٔظش اٌشىً اٌّشافك:  ا

 
 (i,j( يوضح الايتُسم نهُمرة )3انشكم )

 

 (Biazar et. all 2006)انشثكة انُاعًة مانشثكة انخشُة  .5

 :انشثكة انُاعًة 

 اٌٝ ػذد وث١ش ِٓ الأظضاء اٌظغ١شج ٚاٌؼمذ.ٟ٘ اٌشثىح الأط١ٍح اٌرٟ ٠رُ ف١ٙا ذمغ١ُ اٌّعاي 

 

 :انشثكة انخشُة 

 ٟ٘ اٌعّغ ت١ٓ ػذج ػمذ أٚ ٚؼذاخ ذخض٠ٓ أٚ ِؼاِلاخ ذؽىُُ ِٓ اٌشثىح الأط١ٍح )إٌاػّح(.

 ؼ١س وً ػمذج فٟ اٌشثىح اٌخشٕح ِٛظٛدج ضّٓ اٌؼمذ فٟ اٌشثىح إٌاػّح.

ئْ اٌشثىح اٌخشٕح ذىْٛ شثىح ِشتؼح أوثش ف hإرا وأد اٌشثىح إٌاػّح شثىح ِشتؼح راخ خطٛج طغ١شٖ 
 .2hراخ خطٛج 

 (0202)الشقماني والتاجوري ) التقييد والإطالة)بين الشبكات  لتنقل .6

ٓ اٌشثىاخ، ٌٙزا ٠ٛظذ  ٟ ٚاٌخطأ ت١ ً اٌّمشب ٚاٌثال ً اٌؽ ٞ ٔم فٟ طشق ِرؼذدج اٌشثىاخ ِٓ اٌضشٚس

:ٟ ٓ اٌشثىاخ ٚ٘ ً ت١ ٓ ػٛاًِ إٌم ِ ٓ  ٔٛػ١

  اٌرّذ٠ذ(ػاًِ اٌرم١١ذ( 

  ػاًِ الإطاٌح 

( Restriction Operator))التمديد( عامل التقييد  أولً 
 

ٛ ساعُ ػاًِ اٌرم١١ذ  ٗ تاٌشِض  ِٓ اٌشثىح إٌاػّح اٌٝ اٌشثىح اٌخشٕح٘  ٠ٚRشِض ٌ

            

   عايم انتمييذ ف:ٍ  تعذي
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ْ:    ِؼشفح ػٍٝ  ̅ إٌاػّح( ٚ)اٌشثىح     ِؼشفح ػٍٟ   uٌرىٓ   )اٌشثىح اٌخشٕح( فئ

Ru= ̅ 

ٓ ٠أخز اٌظ١غح اٌرا١ٌح:  ػاًِ اٌرم١١ذ فٟ تؼذ٠

  ̅  (
 

  
)(                                           )

 (
 

 
)(                                   )                     

 (
 

 
)(      )  

 :عرٕغً اٌّشذثظ تٗ ػٍٝ اٌشىًلإ٠ٚىْٛ ا

[
 
 
 
 
 
 

  

 

 

 

  
 

 

 

 

 

 
 

  

 

 

 

  ]
 
 
 
 
 

 

 

 يوضح يؤثر انتًذيذ ف  تعذيٍ(4)انشكم 

( Interpolation Operator) الإطالة مؤثرا ثانيً 
 

 

ٓ اٌشثىح اٌخشٕح  ٘ٛ ساعُ الإطاٌح ِؤشش  ٠ٚIشِض ٌٗ تاٌشِض  اٌشثىح إٌاػّح إٌِٝ

I:          

 ف  تعذيٍ الإطانة يؤثر  

ٝ  ̅ )اٌشثىح إٌاػّح( ٚ   ػٍٟ ِؼشفح u ٌرىٓ ْ:   ِؼشفح ػٍ  I ̅=u   )اٌشثىح اٌخشٕح( فئ

ٓ ٠أخز اٌظ١غح اٌرا١ٌح:  ِؤشش الإطاٌح فٟ تؼذ٠
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        ̅    

         
 

 
( ̅       ̅     )  

         
 

 
( ̅       ̅     )  

           
 

 
( ̅         ̅         ̅         ̅       )     

ٗ ٠ىْٛلإٚا ً اٌّشذثظ ت  : وُ ٠ٍٟ عرٕغ

[
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 ]
 
 
 
 
 

 

 

 ( 5)انشكم 

 َماط انشثكة انُاعًة َماط انشثكة انخشُة ) ((  )  ف  تعذيٍ  الإطانة يؤثريوضح 

 ٓ ٓ: الإطاٌح ِؤششِٞٓ خلاي ِا عثك ذىْٛ اٌؼلالح ت١ I=4*R ٚاٌرم١١ذ فٟ تؼذ٠
t

 

 ( et all 2006 Biazar)(Two grid Methodانشثكتيٍ ) طريمة .7

إٌٙائ١ح، ٟٚ٘ إٌاذط ِٓ طش٠مح اٌفشٚق         ذغرخذَ طش٠مح اٌشثىر١ٓ ٌؽً إٌظاَ اٌخطٟ  

ِا لثً اٌرٕؼ١ُ، ِشؼٍح  أعاع١ح ِشؼٍح ٚذّش تصلاز ِشاؼًذغرخذَ شثىر١ٓ ٌزا ع١ّد تطش٠مح اٌشثىر١ٓ، 

 ٘زٖ اٌّشاؼً ٔرثغ اٌخطٛاخ اٌرا١ٌح: اٌرٕؼ١ُ، ٌٚششغذظؽ١ػ اٌشثىح اٌخشٕح ِٚشؼٍح ِا تؼذ 

ُ ػٍٝ اٌشثىح إٌاػّح ) .2 ً اٌرٕؼ١ َ طش٠مح Pre smoothingخطٛاخ ِا لث ُ اعرخذا ٓ اٌطشق ( ٠ر ِ

 :v1تؼذد ذىشاساخ اٌرىشاس٠ح الأعاع١ح 
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   (  

      )               

 :٠ٚرُ ِٓ خلاي ػذج خطٛاخ ٟٚ٘ ذظؽ١ػ اٌشثىح اٌخشٕح .5

 :ِٓ خلاي اٌظ١غح (Residualاٌثالٟ ) ؼغاب -

          
   

 فٟ ػاًِ اٌرم١١ذ:   ػٍٝ اٌشثىح اٌخشٕح ِٓ خلاي ضشب    إ٠عاد ل١ّح  -

       

 ؼً اٌّشىٍح ػٍٝ اٌشثىح اٌخشٕح: -

        

 ِمذاس اٌخطأ ػٍٝ اٌشثىح اٌخشٕح.   ؼ١س 

 ذظؽ١ػ اٌشثىح اٌخشٕح ِٓ خلاي: -

  
       

       

ع١ذي  ( ٔطثك طش٠مح ظاٚطPost smoothingخطٛاخ ِا تؼذ اٌرٕؼ١ُ ػٍٝ اٌشثىح إٌاػّح ) .3

 :v2تؼذد ذىشاساخ 

  
   (  

      )               

 ْ:إؼ١س 

 اٌّظفٛفح ػٍٝ اٌشثىح إٌاػّح      

               اٌّظفٛفح ػٍٝ اٌشثىح اٌخشٕح     

R  اٌّظفٛفح ِٓ ػاًِ اٌرم١١ذ 

I طاٌحلإاٌّظفٛفح ِٓ ػاًِ ا  

  
 ( 6)انشكم     

 انحم انذليك Eتريس نهتُعيى م Sطريمة شثكتيٍ حيث  يوضح



Scient ific Jou rna l  of Fa cu lt y  of Edu ca t ion , Misu ra t a  Univ ersit y , Liby a   
Pu blish ed Online 

 (  01/ انعذد  )     (13) انًجهة انعهًية نكهية انترتية، جايعة يصراتة / انًجهذ
 ISSN: 2710-4141 Online:   

 22/01/2026تاريخ انُشر:                                        6/01/2026تاريخ انمثول:                                    2025 /20/11تاريخ انتمذيــى :

 
 
 

523 
 

 (Wesseling et all 1995) انشثكتيٍانتمارب نرريمة  تحهيم .8

اٌغشع ِٓ اٌرؽ١ًٍ اٌصٕائٟ اٌشثىح ٘ٛ إظٙاس أْ ِؼذي ذماسب طش٠مح اٌشثىح اٌصٕائ١ح ِغرمً ػٓ ؼعُ 

٠ٚىْٛ اٌّؼ١اس اٌّغرخذَ ٘ٛ اٌّؼ١اس  ‖  ‖، ؼ١س ٘زا اٌرماسب ٠ؼرّذ ػٍٝ سلُ اٌرم١ٍض hاٌشثىح 

 اٌرا١ٌح:فٟ اٌّؼادٌح      ل١ٍذٞ، ِٓ أظً اٌرثغ١ظ ٔفشع أْ  لإا

       
  [    

   
    

   ]  
                         ( ) 

 ؼ١س:

ٟ ِظفٛفح اٌرىشاس ٌطش٠مح اٌشثىر١ٓ.    ٘ 

     
   ٚ   

ً ٚتؼذ ػ١ٍّح اٌرٕؼ١ُ.   ٓ اٌطشق اٌرىشاس٠ح لث ْ اٌرىشاس ِ  ذىٛٔاْ ِظفٛفرا

   
ٓ اٌشثىح اٌخشٕح اٌٝ اٌشثىح إٌاػّح.لإػاًِ ا    طاٌح ِ

    
ً ػ١ٍٙا ِٓ اٌؼلالحِؼىٛط      اٌّظفٛفح اٌّرؽظ

     
ٝ اٌشثىح اٌخشٕح.     ػٍ

ً ػ١ٍٙا ِٓ طش٠مح اٌفشٚق إٌٙائ١ح ػٍٝ اٌشثىح إٌاػّح.     اٌّظفٛفح اٌّرؽظ

ٝ:     ػٕذ ٚضغ  ً ػٍ  ٔرؽظ

   [    
   

    
   ]  

                                ( ) 

   [  
     

   
    

 ](    
  )                      ( ) 

 ٌٙزا فئْ

‖  ‖  ‖  
     

   
    

 ‖‖    
  ‖            ( )   

 ْ   ‖ذؼرّذ ػٍٝ  ‖  ‖ِٚٓ خلاي اٌؼلالح اٌغاتمح ٠رضػ أ
     

   
    

 ‖  ٚ‖    
  ‖. 

ٓ ٔؽراض  ٓ اٌؼا١ٍِ ٝ دساعح اٌرؼش٠فاخ اٌرا١ٌح.إِٓ خلاي ٘ز٠ ٌ 

 (Wesseling et all 1995) 1تعريف

 (:Smoothing Propertyخاصية انتُعيى )

ُ إرا واْ ٕ٘ان شاتد  Sذّرٍه  ٝ  (  ) ٚداٌح    خاط١ح اٌرٕؼ١     h  ٚk=2,3,…,nغ١ش ِؼرّذ٠ٓ ػٍ

 ْ:إتؽ١س 

‖    
  ‖    h 

    (  )   (  )                   ( )     

 (Wesseling et all 1995) 2تعريف 

 (:Approximation Propertyخاصية انتمرية )

ً    خاط١ح اٌرمش٠ة ذىْٛ ِرؽممح إرا واْ ٕ٘ان شاتد  ٓ تؽ١س  hِغرم  ْ:إػ
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‖  
       

     
    

   ‖    h 
                      ( )    

 ٝ ٓ غ١ش ِؼرّذ ػٍ ً إشثاخ أْ ذماسب طش٠مح اٌشثىر١  .hإرا ذؽممد ٘زٖ اٌخٛاص فئْ ِٓ اٌغٙ

(Trottenberg et all 2000) 1َرريه 
 

 ٝ ٓ غ١ش ِؼرّذ ػٍ ُ ٚاٌرمش٠ة ِرؽممح فئْ hِؼذي اٌرماسب ٌطش٠مح اٌشثىر١ ٟ اٌرٕؼ١ ْ خاط١ر ، ٌٕفشع أ

ٝ   ̃ ٕ٘ان ػذد  ْ:إتؽ١س  hغ١ش ِؼرّذ ػٍ

‖  ‖        (  )           ̃                  ( )      

 انثرهلاٌ

:ْ  تّا أ

‖  ‖  ‖  
     

   
    

 ‖‖    
  ‖    

 ٟ ُ ٚاٌرمش٠ة ف ٟ اٌرٕؼ١ ٓ )ِٚٓ خلاي خاط١ر ٚ )2اٌؼلالر١  )2:ْ  ( ٠ٕرط أ

‖  ‖    h
    (  )    h

        ̃ 

(  ) ْ إتؽ١س  ٟ اٌثش٘اْ.     ػٕذِا      ، ٚتٙزا ٠ٕرٙ

 1يثال 
ً ِغأٌح لاتلاط  ٓ اٌرا١ٌح أٚظذ ؼ َ طش٠مح اٌشثىر١  تاعرخذا

                                                

 (   )   (   )                              
 (     )         (     )       

ْ اٌ ً اٌفؼٍٟ ٌٙزٖ اٌّغأٌح  ؽًشُ لاس (   ) ِغ اٌؽ       [2] 

 انحم
ٔغرخذَ طش٠مح اٌفشٚق إٌٙائ١ح لإ٠عاد ِٕظِٛح ِٓ اٌّؼادلاخ اٌخط١ح ٚرٌه ترطث١ك ِؤشش لاتلاط  أٚلًا 

ِٚٓ الأػٍٝ إٌٝ الأعفً ٠ٚرُ ذشل١ُ ِٕطمــح اٌؽــً ِٓ ا١ٌغاس إٌٝ ا١ّ١ٌٓ ، اٌذاخ١ٍحاٌرفاضٍٟ ػٍٝ إٌماط 

=y=hؼغة
 

 
 ∆x= ∆ٛ٘ (7)ِٛضػ فٟ اٌشىً  وّا: 
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 h=1/8يوضح انشثكة انُاعًة عُذيا  (7انشكم )

                                    

 ً ٟ: ػٍٝٔرؽظ  ٔظاَ اٌّؼادلاخ اٌراٌ

             
                 

               

                                                                                                                      

              
:ٟ ٟ اٌراٌ ً اٌّظفٛف ٗ تاٌشى  ٔظاَ اٌّؼادلاخ ٠ّىٓ وراتر

[
 
 
 
 
           
            
           
         
           ]

 
 
 
 

   
[
 
 
 
 
  
  
  
 
  ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
  
  
   
 
  ]

 
 
 
 

 

 ػٛاًِ اٌرم١١ذ ٚالاطاٌح: فٟ اٌثذا٠ح ٔٛظذ

 :(Restrictionػاًِ اٌرم١١ذ ) .2

ٟ:5)ِٓ اٌّؼادٌح    ( فٟ اٌفظً اٌصأٟ ط١غح ػاًِ اٌرم١١ذ فٟ تؼذ٠ٓ ٘

     (
 

  
)(                                           )

 (
 

 
)(                                   ) (

 

 
)       

       [
 

  

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

  
]
   

 

٠ّىٓ اٌؽظٛي ػ١ٍٗ ِٓ خلاي  (Iاٌزٞ ٠شِض ٌٗ تاٌشِض) (Interpolationطاٌح )لإػاًِ ا .5

  اٌؼلالح:
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  I=4*(R
t
) 

I=[
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
]
   

 

 

 طش٠مح اٌشثىر١ٓ ٌرغش٠غ ذماسب طش٠مح ظاٚط ع١ذي ٌٍٕظاَ اٌخطٟ اٌغاتك ٔغرخذَ أملًا 

=2h   ٠رُ اعرخذاَ شثىر١ٓ ٌٍؽً أؼذّ٘ا خشٕح ػٕذِا 
 

 
=h ٚاٌصا١ٔح ٔاػّح ػٕذِا

 

 
وّا ِٛضػ فٟ اٌشىً  

(8:) 

  
 يوضح انشثكة انُاعًة م انشثكة انخشُة  (8)انشكم 

  :ل١ًٍ ِٓ اٌرىشاساخ ف١ىْٛ إٌاذط تؼذ ػذدإ٠عاد ؼً إٌظاَ تاعرخذاَ طش٠مح ظاٚط ع١ذي  -2

  

[
 
 
 
 
 
           
           
            

 
           
           ]

 
 
 
 
 

   

 

             ِٓ اٌظ١غح ػٍٝ اٌشثىح إٌاػّح  ٔٛظذ اٌثالٟ  -5

   

[
 
 
 
 
 
            

          

           
 

            

           ]
 
 
 
 
 
 

   

    

         ِٓ خلاي اٌؼلالح     ٔمَٛ تئ٠عاد اٌّظفٛفح  -3
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   [    ]    

       ٕٔمً اٌثالٟ ِٓ اٌشثىح إٌاػّح اٌٝ اٌشثىح اٌخشٕح ِٓ خلاي اٌؼلالح  -2

   [                       ]  

      ِٓ اٌؼلالح  ػٍٝ اٌشثىح اٌخشٕح   أ٠عاد ِمذاس اٌخطأ  -2
 ْ: إؼ١س      

=[                 ]   
   

 ٝ  ْ:أ٘زا ٠ؤدٞ إٌ

   [                      ] 

       طاٌح ِٓ خلاي اٌؼلالح لإاٌشثىح إٌاػّح ػٓ طش٠ك ػاًِ اٌٝ إٕٔمً اٌخطأ  -2

   

[
 
 
 
 
 
           

          

          
 

          

          ]
 
 
 
 
 
 

   

 

اٌؽً اٌّثذئٟ ٌطش٠مح  ٠ّصً    ،ؼ١س         ِٓ خلاي اٌؼلالح  ٔظؽػ اٌشثىح اٌخشٕح -2

 ظاٚط ع١ذي 

   

[
 
 
 
 
 
 
            

           

           
 

            

           ]
 
 
 
 
 
 

   

 

( تايتخذاو طريمة انشثكتيٍ متوضيح يذى تسريع انتمارب 1يوضح حم انًسأنة )انتان  انجذمل  

 نرريمة جامش ييذل

h=1/8 

إٌاذط  اٌخطأ اٌّطٍك 
 ِٓ طش٠مح اٌشثىر١ٓ

اٌؽً تطش٠مح 
 اٌشثىر١ٓ

اٌؽً تطش٠مح 
 ظاٚط ع١ذي

 y X اٌؽً اٌفؼٍٟ

2 28.22 28.22 28.22 3/8 1/8 

2 25.22 25.22 25.22 2/8 1/8 

2 52 52 52 2/8 2/8 
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2 25.22 25.22 25.22 1/8 2/8 

2 8.22 8.22 8.22 1/8 3/8 

ػذد  / 32 14 /
 اٌرىشاساخ

 ٌؽً إٌظاَ اٌخطٟ إٌاذط. SORٌرغش٠غ ذماسب طش٠مح  ٔغرخذَ طش٠مح اٌشثىر١ٓ اثاَيً 

فٟ اٌخطٛج اٌغاتمح شُ اعرخذاَ طش٠مح اٌشثىر١ٓ فٟ ذمش٠ة طش٠مح ظاٚط ع١ذي، ٚفٟ ٘زٖ اٌخطٛج عٛف 

ٟ:1)ػٍٝ اٌّصاي  SORٔغرخذَ طش٠مح اٌشثىر١ٓ ٌرمش٠ة طش٠مح   ( فىأد إٌرائط ِٛضؽح وّا ٠ٍ

ٍ متوضيح يذى تسريع انتمارب نرريمة 1يوضح حم انًسأنة ) انجذمل انتان  ( تايتخذاو طريمة انشثكتي

SOR 

h=1/8 

إٌاذط ِٓ  اٌخطأ اٌّطٍك
 طش٠مح اٌشثىر١ٓ

اٌؽً تطش٠مح 
 اٌشثىر١ٓ

اٌؽً تطش٠مح 
SOR 

ً اٌفؼٍٟ  Y X اٌؽ

2 28.22 28.22 28.22 3/8 1/8 

2 25.22 25.22 25.22 2/8 1/8 

2 52 52 52 2/8 2/8 

2 25.22 25.22 25.22 1/8 2/8 

2 8.22 8.22 8.22 1/8 3/8 

 ػذد / 52 22 /

 اٌرىشاساخ

 ترغش٠غ ذماسبأْ اٌؽً اٌؼذدٞ طاتك اٌؽً اٌفؼٍٟ ٚأْ طش٠مح اٌشثىر١ٓ لاِد  ي اٌغاتمح ٔلاؼعِٓ اٌعذاٚ

 ا.ٌٝ ٔض ػذد اٌرىشاساخ ذمش٠ثًإ SOR  طش٠مح ظاٚط ع١ذي ٚطش٠مح 

  

 (: يًثم انحم انفعه  9bانشكم ) انحم انعذدي ترريمة انشثكتيٍ م(: يًث9aانشكم )
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 (: يًثم انخرأ انًرهك9cانشكم )

 2 يثال

 ْ ً ِغأٌح تٛاعٛ َ طش٠مح اٌشثىر١ٓاٌرا١ٌح أٚظذ ؼ  تاعرخذا

                (  )    (  ) 

 (   )   (   )      

 (   )   (   )     

ْ اٌ ً اٌفؼٍٟ ٌٙزٖ اٌّغأٌح  ؽًشُ لاس (   ) ِغ اٌؽ      (  )    (  ) 

 انحم

 h=1/16 عُذيا SOR َستخذو طريمة انشثكتيٍ نتسريع تمارب طريمة جامش ييذل مطريمة -1

َ طش٠مح اٌفشٚق إٌٙائ١ح لإ٠عاد ِٕظِٛح ِٓ اٌّؼادلاخ اٌخط١ح ٚرٌه ترطث١ك ِؤشش لاتلاط  أملًا  ٔغرخذ

ٝ إٌماط اٌذاخ١ٍح ٟ ػٍ ً ِ اٌرفاضٍ ُ ِٕطمــح اٌؽــ ً ٠ٚرُ ذشل١ ٝ الأعف ٝ إٌ ٓ ِٚٓ الأػٍ ٝ ا١ّ١ٌ ٓ ا١ٌغاس إٌ

=y=hؼغة
 

  
 ∆x=∆ ٌرغش٠غ ذماسب طش٠مح ظاٚط ع١ذي. 

ٍ متوضيح يذى تسريع انتمارب نرريمة ( 3) يوضح حم انًسأنةانجذمل انتان   تايتخذاو طريمة انشثكتي

 جامش ييذل

h=1/16 

إٌاذط  اٌخطأ اٌّطٍك
 ِٓ طش٠مح اٌشثىر١ٓ

اٌؽً تطش٠مح 
 اٌشثىر١ٓ

اٌؽً تطش٠مح 
 ظاٚط ع١ذي

 y X اٌؽً اٌفؼٍٟ

          2.22222222 2.22222222 2.2 3/4 1/4 

          2.22238582 2.22238582 2.22222228 1/2 1/4 

          2.22352822 2.22352822 2 1/2 1/2 

          2.22222222 2.22222222 2.2 1/4 1/4 

          2.22238582 2.22238582 2.22222228 1/4 1/2 

          2.22222222 2.22222222 2.2 1/4 3/4 

ػذد  / 443 28 /
 اٌرىشاساخ
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ٟ إٌاذط فىأد إٌرائط  SORٌرغش٠غ ذماسب طش٠مح  ٔغرخذَ طش٠مح اٌشثىر١ٓ اثاَيً   َ اٌخط ً إٌظا ٌؽ

:ٟ  ِٛضؽح وّا ٠ٍ

ٍ متوضيح يذى تسريع انتمارب نرريمة 2يوضح حم انًسأنة ) ل انتان انجذم ( تايتخذاو طريمة انشثكتي

SOR 

h=1/16 

إٌاذط  اٌخطأ اٌّطٍك
 ِٓ طش٠مح اٌشثىر١ٓ

اٌؽً تطش٠مح 
 اٌشثىر١ٓ

اٌؽً تطش٠مح 
SOR 

 Y X اٌؽً اٌفؼٍٟ

          2.22222222 2.22222222 2.2 3/4 1/4 

          2.22238522 2.22238522 2.22222228 1/2 1/4 

          2.22352822 2.22352822 2 1/2 1/2 

          2.22222222 2.22222222 2.2 1/4 1/4 

          2.22238522 2.22238522 2.22222228 1/4 1/2 

          2.22222222 2.22222222 2.2 1/4 3/4 

ػذد  / 532 22 /
 اٌرىشاساخ

ٍ نتسريع تمارب  -2   h=1/4عُذيا  SOR طريمة جامش ييذل مطريمةَستخذو طريمة انشثكتي

( تايتخذاو طريمة انشثكتيٍ متوضيح يذى تسريع انتمارب نرريمة 2يوضح حم انًسأنة ) انتان  انجذمل

 :جامش ييذل

h=1/4 

إٌاذط ِٓ  اٌخطأ اٌّطٍك 
 طش٠مح اٌشثىر١ٓ

اٌؽً تطش٠مح 
 اٌشثىر١ٓ

اٌؽً تطش٠مح 
 ظاٚط ع١ذي

 Y X اٌؽً اٌفؼٍٟ

          2.25222222 2.25222222 2.2 3/4 1/4 

          2.22222222 2.22222222 2.22222228 1/2 1/4 

          2.22325252 2.22325252 2 1/2 1/2 

          2.25222222 2.25222222 2.2 1/4 1/4 

          2.22222222 2.22222222 2.22222228 1/4 1/2 

          2.25222222 2.25222222 2.2 1/4 3/4 

 ػذد اٌرىشاساخ / 58 22 /

( تايتخذاو طريمة انشثكتيٍ متوضيح يذى تسريع انتمارب نرريمة 2يوضح حم انًسأنة )انجذمل انتان  

SOR 
h=1/4 

إٌاذط  اٌخطأ اٌّطٍك
 ِٓ طش٠مح اٌشثىر١ٓ 

اٌؽً تطش٠مح 
 اٌشثىر١ٓ

اٌؽً تطش٠مح 
SOR 

 Y X اٌؽً اٌفؼٍٟ

          2.25222222 2.25222222 2.2 3/4 1/4 

          2.22222222 2.22222222 2.22222228 1/2 1/4 

          2.22325252 2.22325252 2 1/2 1/2 
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          2.25222222 2.25222222 2.2 1/4 1/4 

          2.22222222 2.22222222 2.22222228 1/4 1/2 

          2.25222222 2.25222222 2.2 1/4 3/4 

 ػذد اٌرىشاساخ / 22 2 /

ٓ لاِد ترغش٠غاٌعذاٚي اٌغاتمح ِٓ  تشىً  SORظاٚط ع١ذي ٟٚ طش٠مر ذماسب ٠رضػ أْ طش٠مح اٌشثىر١

ٓ  لاِد h=1/4ت١ّٕا ػٕذِا ، h=1/16 اوث١ش ػٕذِ ٝ ٔض ػذد اٌرىشاساخإترغش٠غ اٌطش٠م١ . ٚػ١ٍٗ اذمش٠ثً ٌ

 طغ١شج ذؽظٍٕا ػٍٟ دلح أفضً فٟ اٌؽً. hوٍّا وأد ل١ّح ٔغرٕرط أٔٗ 

 

 

 
 

 

 (: يًثم انحم انفعه  10bانشكم ) (: يًثم انحم انعذدي ترريمة انشثكتي10aٍانشكم )

 
 (: يًثم انخرأ انًرهك10cانشكم )

    3يثال 

ً ِغأٌح ١ٌٍّ٘ٙٛرض  ٓ اٌرا١ٌح ِغ أٚظذ ؼ َ طش٠مح اٌشثىر١  ششٚط د٠ش ش١ٍد تاعرخذا

                     

       (   )        (   )                                               

        (   )        (   )                                           

ْ ا ً إٌاذط شُ لاس ً اٌفؼٍٟ ٌٙزٖ اٌّغأٌحٌؽ (   ) ِغ اٌؽ            

 انحم
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َ طش٠مح اٌفشٚق إٌٙائ١ح لإ٠ أملًا   عاد ِٕظِٛح ِٓ اٌّؼادلاخ اٌخط١ح ٚرٌه ترطث١ك ِؤشش لاتلاط ٔغرخذ

ٝ إٌماط اٌذاخ١ٍح ٟ ػٍ ً  اٌرفاضٍ ٝ الأعف ٝ إٌ ٓ ِٚٓ الأػٍ ٝ ا١ّ١ٌ ً ِٓ ا١ٌغاس إٌ ُ ِٕطمــح اٌؽــ ٠ٚرُ ذشل١

=y=hؼغة
 

  
 ∆x=∆ .ٌرغش٠غ اٌؽً ٌطش٠مح ظاٚط ع١ذي 

ٍ متوضيح يذى تسريع انتمارب نرريمة ( تايتخذاو طريمة 3)يوضح حم انًسأنة  انتان  انجذمل انشثكتي
 جامش ييذل

h=π/32 

إٌاذط  اٌخطأ اٌّطٍك
 ِٓ طش٠مح اٌشثىر١ٓ 

اٌؽً تطش٠مح 
 اٌشثىر١ٓ

اٌؽً تطش٠مح 
 ظاٚط ع١ذي

 Y X اٌؽً اٌفؼٍٟ

          2.23232222 2.23232223 2.23258523 7π /8 π/16 

          2.22522882 2.22522822 2.22222225 7π/8 π/8 

          2.22822228 2.22822222 2.22222223 3π/4 π/4 

          2.22222228 2.22222222 2.22228222 3π/4 3π/4 

          2.22222228 2.22222222 2.22228222 13π/16 π/16 

          2.22232222 2.22232222 2.22232222 5π/8 π/8 

 ػذد اٌرىشاساخ / 523 88 /

 ٌؽً إٌظاَ اٌخطٟ إٌاذط. SORٌرغش٠غ ذماسب طش٠مح  ٔغرخذَ طش٠مح اٌشثىر١ٓ اثاَيً   

ٍ متوضيح يذى تسريع انتمارب نرريمة 3يوضح حم انًسأنة ) انتان  انجذمل ( تايتخذاو طريمة انشثكتي

SOR 

h=π/32 

إٌاذط  اٌخطأ اٌّطٍك
 ِٓ طش٠مح اٌشثىر١ٓ 

اٌؽً تطش٠مح 
 اٌشثىر١ٓ

اٌؽً تطش٠مح 

SOR 

 Y X اٌؽً اٌفؼٍٟ

          2.23232222 2.23232222 2.23238523 7π /8 π/16 

          2.22522885 2.22522885 2.22222225 7π/8 π/8 

          2.22822222 2.22822222 2.22222223 3π/4 π/4 

          2.22222222 2.22222222 2.22228222 3π/4 3π/4 

          2.22222222 2.22222222 2.22228222 13π/16 π/16 

         2.22232222 2.22232222 2.22232222 5π/8 π/8 

 ػذد اٌرىشاساخ / 225 32 /

أسلاَ ِؼ٠ٕٛح عرح  ذطاتك اٌؽً اٌفؼٍٟ فٟ تطش٠مح اٌشثىر١ٓ أْ إٌرائط اٌؼذد٠ح ِٓ اٌعذاٚي اٌغاتمح ٠رضػ

ٝ الأوصش ٚ ٓ ِؼ٠ٕٛ سل١ّٓػٍ ٝ الأل١ً ٓ ػٍٝ ذغش٠غ ذماسب ولا ِٓ طش٠مرٟ ػٍ ، ؼ١س لاِد طش٠مح اٌشثىر١

 اٌٝ ألً ِٓ ٔض ػذد اٌرىشاساخ. SORظاٚط ع١ذي ٚطش٠مح 



Scient ific Jou rna l  of Fa cu lt y  of Edu ca t ion , Misu ra t a  Univ ersit y , Liby a   
Pu blish ed Online 

 (  01/ انعذد  )     (13) انًجهة انعهًية نكهية انترتية، جايعة يصراتة / انًجهذ
 ISSN: 2710-4141 Online:   

 22/01/2026تاريخ انُشر:                                        6/01/2026تاريخ انمثول:                                    2025 /20/11تاريخ انتمذيــى :

 
 
 

323 
 

  
 (: يًثم انحم انفعه 11bانشكم ) انشثكتيٍ (: يًثم انحم انعذدي ترريمة11aانشكم )

 
 (: يًثم انخرأ انًرهك11cانشكم )

 انُتائج

١ٍ٘ع١ح لإدساعح ؼٛي اٌؽٍٛي اٌؼذد٠ح ٌّغائً اٌّؼادلاخ اٌرفاض١ٍح اٌعضئ١ح ا٘زٖ اٌٛسلح اٌثؽص١ح لذِد 

ٌّؼادٌح )لاتلاط، تٛاعْٛ، ١ٌٍّ٘ٙٛرض( فٟ تؼذ٠ٓ ٔظشا ٌظؼٛتح إ٠عاد اٌؽٍٛي اٌرؽ١ٍ١ٍح ٌٙا، ٚرٌه ِٓ 

خلاي ذطث١ك طش٠مح اٌفشٚق إٌٙائ١ح ػٍٝ اٌّعالاخ إٌّرظّح ؼ١س ذّراص ٘زٖ اٌطش٠مح تغٌٙٛح ذطث١مٙا 

 دلح ٔرائعٙا. ٚ

ٓ خلاي الأِصٍح أْ إٌرائط اٌؼذد٠ح اٌّرؽظ ػ١ٍٙا ِٓ ذطث١ك طش٠مح اٌشثىر١ٓ ٚاٌطشق اٌرىشاس٠ح ً ٔغرٕرط ِ

ٌٝ ٔض ػذد إ( أْ طش٠مح اٌشثىر١ٓ لذ عشػد ذماسب اٌطشق اٌرىشاس٠ح SORظاٚط ع١ذي، ) عاع١حلأا

سج ِغرمٍح، ِغ اٌؽفاظ ػٍٝ ٔفظ تظٛ SORا، ِماسٔح تاعرخذاَ طش٠مرٟ ظاٚط ع١ذي ٚاٌرىشاساخ ذمش٠ثً

 ِغرٜٛ اٌذلح فٟ اٌؽٍٛي اٌؼذد٠ح.

ٓ ذؼرّذ ػٍٝ ل١ّح  ً ٌطش٠مح اٌشثىر١ طغ١شج ذؽظٍٕا ػٍٝ دلح أفضً، ت١ّٕا  hوٍّا وأد  hتإٌغثح ٌذلح اٌؽ

( ٘زٖ اٌخاط١ح ظؼٍد اٌطشق ِرؼذدج hػٍٝ اٌثؼذ ت١ٓ إٌماط )ل١ّح  ذعشػح اٌرماسب ٌٙزٖ اٌطشق لا ذؼرّ

 .MATLABٚلذ شُ اٌؽظٛي ػٍٝ اٌؽً اٌؼذدٞ تاعرخذاَ تشٔاِط ُِغشع ظ١ذ ٌٍطشق اٌرم١ٍذ٠ح،  اٌشثىاخ
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 انًصادر مانًراجع 

 :انًراجع انعرتية 

، داس ِٚىرثح اٌشؼة ٌٍٕشش اٌعضء اٌصأٟ-  اٌرؽ١ًٍ اٌؼذدٞ  (5222أؼّذ. )٘ة اٌش٠ػ،  .2

 ١ٌث١ا اٌطثؼح الاٌٚٝ. -  ٚاٌرٛص٠غ، ِظشاذح

ٌؽً اٌّؼادلاخ V -دٚسج ح شثىحم٠طش( "5252ٚاٌراظٛسٞ، ع١ّح. )اٌشمّأٟ، ص٠ٕة،  .5

 .322-582(،22)25إٌالظح"، اٌّعٍح اٌؼ١ٍّح ٌى١ٍح اٌرشت١ح ظاِؼح ِظشاذح،اٌرفاض١ٍح اٌعضئ١ح 
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